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Chương 1 
ỨNG DỤNG CỦA PHÉP TÍNH VI PHÂN  TRONG HÌNH HỌC  

 
1.1. Ứng dụng trong hình học phẳng 
1.1.1.Phương trình tiếp tuyến và pháp tuyến của đường cong tại một điểm 
a) Điểm chính quy 
- Cho đường cong (𝐿) xác định bởi phương trình 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0. Điểm 𝑀(𝑥଴, 𝑦଴) được 

gọi là điểm chính quy của đường cong (𝐿) nếu tồn tại các đạo hàm riêng 𝑓௫
ᇱ(𝑀), 𝑓௬

ᇱ(𝑀) 
không đồng thời bằng 0 . 

- Cho đường cong (𝐿) xác định bởi phương trình tham số ൜
𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

. Điểm 

𝑀൫𝑥(𝑡଴), 𝑦(𝑡଴)൯ được gọi là điểm chính quy của đường cong (𝐿) nếu tồn tại các đạo 
hàm 𝑥ᇱ(𝑡଴), 𝑦ᇱ(𝑡଴) không đồng thời bằng 0. 

- Một điểm không phải là điểm chính quy được gọi là điểm kì dị. 
b) Các công thức. 
(1) Phương trình tiếp tuyến và pháp tuyến của đường cong xác định bởi phương 

trình 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 tại điểm chính quy: 
+ Vecto pháp tuyến    𝑛ሬ⃗ = ൛𝑓௫

ᇱ(𝑀), 𝑓௬
ᇱ(𝑀)ൟ tại  𝑀. 

+ Tiếp tuyến   (𝑑): 𝑓௫
ᇱ(𝑀) ⋅ (𝑥 − 𝑥଴) + 𝑓௬

ᇱ(𝑀) ⋅ (𝑦 − 𝑦଴) = 0; 

+ Pháp tuyến  (𝑑ᇱ):
௫ି௫బ

௙ೣᇲ(ெ)
=

௬ି௬బ

௙೤
ᇲ(ெ)

. 

Chú ý: Trường hợp đặc biệt, đường cong cho bởi phương trình 𝑦 = 𝑓(𝑥) thì phương 
trình tiếp tuyến của đường cong tại điểm 𝑀(𝑥଴, 𝑦଴) chính quy là 𝑦 − 𝑦଴ =

𝑓ᇱ(𝑥଴)(𝑥 − 𝑥଴). Đây là công thức mà học sinh đã biết trong chương trình phổ thông. 
(2) Phương trình tiếp tuyến và pháp tuyến của đường cong (𝐿) xác định bởi phương 

trình tham số ൜
𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

 tại điểm 𝑀൫𝑥(𝑡଴), 𝑦(𝑡଴)൯ chính quy: 

     + Vecto Tiếp tuyến    𝑎⃗ = 𝑥′(𝑡0), 𝑦′(𝑡0) tại  𝑀. 

+ Tiếp tuyến   (d) : 
௫ି௫(௧బ)

௫ᇲ(௧బ)
=

௬ି௬(௧బ)

௬ᇲ(௧బ)
. 

+ Pháp tuyến   (𝑑ᇱ): 𝑥ᇱ(𝑡଴) ⋅ ൫𝑥 − 𝑥(𝑡଴)൯ + 𝑦ᇱ(𝑡଴) ⋅ ൫𝑦 − 𝑦(𝑡଴)൯ = 0,  
Ví dụ 1. Viết phương trình tiếp tuyến và pháp tuyến với đường cong: 
      a) 𝑦 = 𝑥ଷ + 2𝑥ଶ − 4𝑥 − 3  tại (−2,5). 

      b) 𝑦 = 𝑒ଵି௫మ
 tại giao điểm của đường cong với đường thằng 𝑦 = 1. 

      c)  ቐ
𝑥 =

ଵା௧

௧య

𝑦 =
ଷ

ଶ௧య
+

ଵ

ଶ௧

          tại 𝐴(2,2). 

      d) 𝑥
మ

య + 𝑦
మ

య = 𝑎
మ

య tại 𝑀(8,1). 
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Ví dụ 2. (2018) Viết phương trình tiếp tuyến và pháp tuyến của đường cong 

൜
𝑥 = (𝑡ଶ − 1)𝑒ଶ௧

𝑦 = (𝑡ଶ + 1)𝑒ଷ௧ tại điểm ứng với t = 0. 

1.1.2.  Độ cong của đường cong 
a) Định nghĩa 
Định nghĩa 1. 𝑀, 𝑀′ là hai điểm trên đường cong  (𝐿). 𝑀𝑇, 𝑀′𝑇′ là 2 tiếp tuyến dương. 

Người ta gọi độ cong trung bình của cung 𝑀𝑀′෣  là tỷ số của góc giữa 2 tiếp tuyến dương  𝑀𝑇 

và 𝑀′𝑇′ với độ dài của cung 𝑀𝑀′෣.  Ký hiệu  𝐶௧௕(𝑀𝑀′)෣ .  Vậy     

𝐶௧௕(𝑀𝑀′)෣ =
∝

ெெᇲ෣   trong đó ∝= |𝑀𝑇. 𝑀′𝑇′|. 

Định nghĩa 2. Ta gọi độ cong của  đường cong  (𝐿) tại điểm 𝑀 là giới hạn nếu có của độ cong 

trung bình  𝐶௧௕(𝑀𝑀′)෣    khi 𝑀′ tiến dần tới 𝑀 trên đường cong (𝐿). Ký hiệu 𝐶(𝑀).  Vậy     

𝐶(𝑀) = lim
ெᇱ→ெ

𝐶௧௕(𝑀𝑀′)෣ . 

Ví dụ 1.  
+ Độ cong điểm trên đường thằng  bằng 0. 
+ Độ cong điểm trên đường tròn bán kính R bằng  

𝐶(𝑀) = lim
ெᇲ→ெ

𝐶௧௕(𝑀𝑀′)෣ = lim
ெᇲ→ெ

∝

𝑅 ∝
=

1

𝑅
. 

b) Các công thức tính độ cong của đường cong tại một điểm. 
 Nếu đường cong cho bởi phương trình 𝑦 = 𝑓(𝑥) thì: 

𝐶(𝑀) =
|𝑦ᇱᇱ|

(1 + 𝑦ᇱଶ)
ଷ
ଶ

. 

 Nếu đường cong cho bởi phương trình tham số ൜
𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

 thì: 

𝐶(𝑀) =
|𝑥ᇱ𝑦ᇱᇱ − 𝑦ᇱ𝑥ᇱᇱ|

(𝑥ᇱଶ + 𝑦ᇱଶ)
ଷ
ଶ

. 

 Nếu đường cong cho bởi phương trình trong toạ độ cực  𝑟 = 𝑟(𝜑) thì: 

𝐶(𝑀) =
|𝑟ଶ + 2𝑟ᇱଶ − 𝑟𝑟ᇱᇱ|

(𝑟ଶ + 𝑟ᇱଶ)
ଷ
ଶ

. 

Ví dụ 2. Tính độ cong của: 

a) 𝑦 = −𝑥ଷ tại điểm có hoành độ 𝑥 =
ଵ

ଶ
. 

b) ൜
𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)
𝑦 = 𝑎(𝑡 − cos 𝑡)

 (𝑎 > 0) tại điểm bất kì. 

c) ൜
𝑥 = 3(𝑡 − sin 𝑡)
𝑦 = 3(1 − cos 𝑡)

  tại điểm bất kì. (2024.3). 

d) 𝑥
మ

య + 𝑦
మ

య = 𝑎
మ

య tại điểm bất kì (𝑎 > 0). 
e) 𝑟 = 𝑎e௕థ, (𝑎, 𝑏 > 0). 
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Ví dụ 3.  
a) (20173) Tính độ cong tại điểm ứng với t = 0 của đường 

൜
𝑥 = 𝑒௧ + 𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑦 = 𝑒௧ − 𝑐𝑜𝑠𝑡

 

b) (20182) Tính độ cong của đường  𝑦 = 2𝑥ଶ + 1  tại điểm 𝐴 (1,3). 
Bài tập  

1. (20172) Tính độ cong của đường y = ln(sin x) tại điểm ứng với𝑥 =
గ

ସ
 . 

2. (20182) Tính độ cong của đường  𝑦 = 𝑥ଷ + 2𝑥ଶ + 𝑥  tại điểm ứng với x = 1. 
3. Tính độ cong của đường r = a(1 + cos φ) (a > 0) tại điểm ứng với φ = π/2. 

4. (20172) Tính độ cong của đường ൜
𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 +  𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡 
𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑡 −  𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡

 tại điểm ứng với t = π. 

5. Tính độ cong của đường 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 tại điểm    𝑀 (
ఌగ

ଷ
,

√ଷ

ଶ
).  Độ cong lớn nhất của 

đường 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 bằng bao nhiêu? 
1.1.3. Hình bao của họ đường cong phụ thuộc tham số 
a) Định nghĩa: Cho họ đường cong (𝐿) phụ thuộc vào một hay nhiều tham số. Nếu 

mỗi đường cong trong họ (𝐿) đều tiếp xúc với đường cong (𝐸) tại một điểm nào đó 
trên 𝐸 và ngược lại, tại mỗi điểm thuộc (𝐸) đều tồn tại một đường cong của họ (𝐿) 
tiếp xúc với (𝐸) tại điểm đó thì (𝐸) được gọi là hình bao của họ đường cong (𝑳). 

b) Quy tắc tìm hình bao của họ đường cong phụ thuộc một tham số 
Định lý.  Cho họ đường cong 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 phụ thuộc một tham số c. Nếu họ đường cong 

trên không có điểm kì dị thì hình bao của nó được xác định bằng cách khử c từ hệ phương trình 

൜
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0

𝐹௖
ᇱ(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0

                                         (1)

Chú ý. Nếu họ đường cong đã cho có điểm kì dị thì hệ phương trình (1) bao gồm hình 
bao (𝐸) và quỹ tích các điểm kì dị thuộc họ các đường cong đã cho. 

Ví dụ 1. Tìm hình bao của họ đường cong sau: 

a) 𝑦 =
௫

௖
+ 𝑐ଶ; 

b) 𝑐𝑥ଶ + 𝑐ଶ𝑦 = 1; 
c) 𝑦 = 𝑐ଶ(𝑥 − 𝑐)ଶ. 

1.2. Ứng dụng trong hình học không gian 
1.2.1 Hàm véctơ 
- Định nghĩa: Giả sử 𝑰 là một khoảng trong R. Ánh xạ  𝑡 ∈ 𝑰 → 𝑟(𝑡) ∈ 𝑹௡ được gọi là 

hàm vectơ của biến số t  xác định trên R. 

Nếu n = 3 ta viết     𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝚤 + 𝑦(𝑡)𝚥 + 𝑧(𝑡)𝑘ሬ⃗ . 
Đặt  𝑀(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)). Quỹ tích 𝑀 khi t biến thiên trong  𝑰 được gọi là tốc đồ của 

hàm vector 𝑟(𝑡). 
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- Giới hạn: Người ta nói hàm vectơ có giới hạn là 𝑎⃗ khi 𝑡 → 𝑡଴ nếu lim
௧→௧బ

|𝑟(𝑡) − 𝑎⃗| = 0,ሬሬ⃗   

ký hiệu  lim
௧→௧బ

𝑟(𝑡) = 𝑎⃗. 

- Liên tục: hàm vector 𝑟(𝑡) Xác định trên 𝑰 được gọi là liên tục tại 𝑡଴ ∈ 𝑰 nếu 
lim
௧→௧బ

𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑡଴)  (tương ứng  tính liên tục của các thành phần tương ứng 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)). 

- Đạo hàm: Giới hạn, nếu có của tỷ số lim
௛→଴

∆௥⃗

௛
= lim

௛→଴

௥⃗(௧బା௛)ି௥⃗(௧బ)

௛
  được gọi là đạo hàm của 

hàm vectơ 𝑟(𝑡) tại 𝑡଴, ký hiệu  𝑟′ሬሬ⃗ (𝑡) hay ௗ௥ሬሬሬሬሬ⃗ (௧)

ௗ௧
 khi đó ta nói hàm vectơ  𝑟(𝑡)  khả vi tại  𝑡଴. 

Nhận xét: nếu 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) khả vi tại   𝑡଴ thì  𝑟(𝑡)  cũng khả vi tại   𝑡଴ và 

𝑟ᇱሬሬሬ⃗ (𝑡଴) = 𝑥ᇱ(𝑡଴)𝚤 + 𝑦ᇱ(𝑡଴)𝚥 + 𝑧ᇱ(𝑡଴)𝑘ሬ⃗ . 
1.2.2. Đường cong  

Cho đường cong (𝑳)  xác định bởi ቐ
𝑥 = 𝑥(𝑡)

𝑦 = 𝑦(𝑡)

𝑧 = 𝑧(𝑡)
  tại điểm 𝑀(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) là một điểm 

chính quy trên (𝑳)  (tồn tại các đạo hàm 𝑥ᇱ(𝑡଴), 𝑦ᇱ(𝑡଴), 𝑧′(𝑡଴) không đồng thời bằng 0.) 
+ Phương trình tiếp tuyến tại 𝑀 

൫𝑑 ൯:
𝑥 − 𝑥(𝑡଴)

𝑥′(𝑡଴)
=

𝑦 − 𝑦(𝑡଴)

𝑦′(𝑡଴)
=

𝑧 − 𝑧(𝑡଴)

𝑧′(𝑡଴)
 

+ Phương trình pháp diện tại 𝑀 
𝑥′(𝑡଴)(𝑥 − 𝑥(𝑡଴)) + 𝑦′(𝑡଴)(y − 𝑦(𝑡଴)) + 𝑧′(𝑡଴)(z − 𝑧(𝑡଴)) = 0 

+  Độ cong của đường cong (𝑳): 

𝐶 =

ඨฬ
𝑥ᇱ 𝑦ᇱ

𝑥ᇱᇱ 𝑦ᇱᇱฬ
ଶ

+ ฬ
𝑦ᇱ 𝑧ᇱ

𝑦ᇱᇱ z′′
ฬ

ଶ

+ ቚ
z′ 𝑥ᇱ

𝑧ᇱᇱ 𝑥ᇱᇱ
ቚ

ଶ

(𝑥ᇱଶ + 𝑦ᇱଶ + 𝑧ᇱଶ)ଷ/ଶ
. 

Ví dụ 1.  
a) (20182CK) Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường cong 

൝
𝑥 = 𝑡 𝑐𝑜𝑠 2𝑡
𝑦 = 𝑡 𝑠𝑖𝑛 2𝑡
𝑧 = 3𝑡          

    tại điểm ứng với t = π/2. 

b) (20232) Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường cong 𝑥 = 𝑒௧ + 2𝑡,

𝑦 = sin(𝑡) + 𝑡, 𝑧 = 2𝑡 + 1,   tại điểm ứng với  𝑡 − 0. 
c) 20243) Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường cong 
                                        𝑥 = 2𝑡, 𝑦 = 𝑡ଶ + 1, 𝑧 = 𝑡ଷ,   tại điểm 𝑀(2; 2; 1). 

Ví dụ 2.  
a)  (20222) Tính độ cong của đường 𝑥 = 𝑡𝑒௧ , 𝑦 = 𝑒௧, 𝑧 = 𝑡,   tại điểm 𝑀(0; 1; 0). 
b)  (20182GK) Tính độ cong tại điểm 𝑀(1;  0; −1) của đường là giao của mặt trụ 

 4𝑥ଶ +  𝑦ଶ = 4 và mặt phẳng  𝑥 − 3𝑧 = 4. 
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Ví dụ 3. Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường cong 
a) (20182GK) 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑧 = 𝑒ଶ௧ tại điểm ứng với t = 0. 
b) (20172GK) 𝑥 =  4 𝑠𝑖𝑛2 𝑡, 𝑦 = 4 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑧 = 2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 1tại điểm 𝑀(1; −2√3;  2). 

Ví dụ 4. 
a) (20182) Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường cong cho dưới dạng 

giao của hai mặt cong   𝑥ଶ + 𝑦ଶ +  𝑧ଶ = 25  và 4𝑥 +  3𝑦 +  5𝑧 =  0 tại điểm 
𝑀(3; −4;  0). 

b) (20182) Viết phương trình pháp diện của đường cong  𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑦 = 3𝑒ି௧ ,

𝑧 = 3𝑒௧ tại điểm 𝑀(0;  3;  3). 
1.2.3. Tr­êng v« h­íng, đ¹o hµm theo h­íng 
a)  Tr­êng v« h­íng 
Ta nãi r»ng miÒn 𝛺 ⊆ 𝑅ଷ cã tr­êng v« h­íng u nÕu t¹i mçi ®iÓm 𝑀 ∈ 𝛺, ®¹i 

l­îng v« h­íng  𝑢(𝑀) nhËn mét gi¸ trÞ x¸c ®Þnh. Nh­ vËy cho tr­êng v« h­íng 
trong miÒn 𝛺 lµ cho hµm v« h­íng 𝑢(𝑀) x¸c ®Þnh trong miÒn 𝛺 ®ã. 

VÝ dô 1: Sù ph©n bè nhiÖt ®é trong vËt thÓ 𝛺 t¹o nªn tr­êng v« h­íng trong vËt 
thÓ 𝛺 ®ã, v× mçi ®iÓm cña vËt thÓ ®Òu cã nhiÖt ®é t­¬ng øng biÓu thÞ b»ng mét sè. 

Tr­êng v« h­íng mµ gi¸ trÞ cña hµm sè  u kh«ng phô thuéc vµo thêi gian t gäi 
lµ tr­êng v« h­íng dõng, ng­îc l¹i lµ kh«ng dõng, ë ®©y ta chØ xÐt tr­êng v« 
h­íng dõng.  

TËp hîp tÊt c¶ c¸c ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝛺 mµ hµm 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶, C lµ mét h»ng 
sè kh«ng ®æi, t¹o nªn mét mÆt cong trong kh«ng gian, mÆt cong ®ã gäi lµ mÆt møc 
(hay mÆt ®¼ng trÞ). 

Râ rµng c¸c mÆt møc kh¸c nhau th× kh«ng giao nhau vµ toµn miÒn  𝛺 ®­îc phñ 
bëi c¸c mÆt møc . 

VÝ dô 2: Mét ®iÖn tÝch q ®­îc ®Æt t¹i gèc täa ®é t¹o nªn tr­êng ®iÖn thÕ 

𝑢 =
𝑞

ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ
. 

Ph­¬ng tr×nh mÆt møc trong tr­êng ®iÖn thÕ lµ  
𝑞

ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ
= 𝐶 ⇒ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ =

𝑞ଶ

𝐶ଶ
= 𝑅ଶ. 

C¸c mÆt cÇu t©m 𝑂(0,0,0) b¸n kÝnh R lµ c¸c mÆt møc vµ cßn ®­îc gäi lµ mÆt 
®¼ng thÕ. 

b) §¹o hµm theo h­íng 
Cho hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) x¸c ®Þnh trªn miÒn DR2. Trong môc tr­íc ta ®· xÐt c¸c 

®¹o hµm riªng theo biÕn x khi cè ®Þnh biÕn y  vµ theo biÕn y khi cè ®Þnh biÕn x, 
trong môc nµy cho c¶ x, y biÕn ®æi ®ång thêi theo mét h­íng nµo ®ã. Ch¼ng h¹n 
qua ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) ta vÏ  ®­êng th¼ng ®Þnh h­íng t¹o víi trôc Ox mét gãc lµ 𝛼, 

víi trôc Oy mét gãc 𝛽 =
గ

ଶ
− 𝛼 
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Trªn ®­êng th¼ng ®ã x¸c ®Þnh mét vÐc t¬ ®¬n vÞ lµ 𝑙
→

= {𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑐𝑜𝑠 𝛽}  

(𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑐𝑜𝑠 𝛽 gäi lµ cosin chØ h­íng cña 𝑙
→

), ®iÓm 𝑀(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) lµ mét ®iÓm 

trªn  ®­êng th¼ng (H×nh 1.1), th×   𝑀଴𝑀
ሱ⎯⎯ሮ

= 𝜌 𝑙
→

, trong ®ã 𝜌 = ඥ𝛥𝑥ଶ + 𝛥𝑦ଶ  nÕu 𝑀଴𝑀
ሱ⎯⎯ሮ

 

cïng chiÒu víi 𝑙
→

 vµ  𝜌 = −ඥ𝛥𝑥ଶ + 𝛥𝑦ଶ  nÕu 𝑀଴𝑀
ሱ⎯⎯ሮ

 ng­îc chiÒu víi 𝑙
→

. 
§Þnh nghÜa 1. Ta gäi giíi h¹n 

𝑙𝑖𝑚
ఘ→଴

𝑓(𝑀) − 𝑓(𝑀଴)

𝜌
= 𝑙𝑖𝑚

ఘ→଴

𝛥𝑓

𝜌
 

(nÕu tån t¹i h÷u h¹n) lµ ®¹o hµm cña hµm sè  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) theo h­íng 𝑙
→

 t¹i ®iÓm 

𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) vµ ký hiÖu  
డ௙(ெబ)

డ ௟
→ . Nh­ vËy  

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕 𝑙
→ = 𝑙𝑖𝑚

ఘ→଴

𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴)

𝜌
. 

Ta thÊy r»ng 
డ௙(ெబ)

డ ௟
→  kh«ng nh÷ng phô thuéc vµo ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) mµ cßn phô 

thuéc vµo h­íng 𝑙
→

.   

§Æc biÖt khi 𝑙
→

 cïng h­íng  cña trôc 𝑂𝑥  (khi ®ã   𝜌 = 𝛥𝑥),  ta cã 
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕 𝑙
→ = 𝑙𝑖𝑚

௱௫→଴

𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴)

𝛥𝑥
=

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑥
. 

VËy ®¹o hµm riªng 
డ௙

డ௫
 lµ ®¹o hµm cña hµm f  theo h­íng cña trôc 𝑂𝑥. T­¬ng tù 

డ௙

డ௬
   lµ ®¹o hµm cña hµm f  theo h­íng  cña trôc 𝑂𝑦. 

Chú ý.  Đạo hàm theo hướng 𝑙
→

 tại điểm 𝑀଴ của trường vô hướng 𝑢 thể hiện tốc 

độ biến thiên của trường vô hướng 𝑢 tại điểm 𝑀଴ theo hướng 𝑙
→

. 
§Þnh lý 1. NÕu hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑀଴ th× t¹i ®iÓm ®ã nã cã ®¹o 

hµm theo mäi h­íng 𝑙
→

vµ   

         
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕 𝑙
→ =

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝛼 +

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑦
𝑐𝑜𝑠 𝛽,                                  (15) 

trong ®ã 𝑙
→

= {𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑐𝑜𝑠 𝛽}. 

      y 
 
 

                 M 
                   
    
      y0               
           M0 
 

       O     x0                       x 
H×nh 1 .1 
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Chøng minh: Hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑀଴, do ®ã 

𝛥𝑓 = 𝑓(𝑀) − 𝑓(𝑀଴) =
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑥
𝛥𝑥 +

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑦
𝛥𝑦 + 𝑜(𝜌), 

trong ®ã 𝑜(𝜌) lµ VCB bËc cao h¬n 𝜌. Ta cã 𝛥𝑥 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝛥𝑦 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝛽, nªn 
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕 𝑙
→ =

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝛼 +

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑦
𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑜(𝜌). 

ChuyÓn qua giíi h¹n 𝜌 → 0 ta cã (15). 
Chó ý:   §èi víi hµm sè ba biÕn sè 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), ®Þnh nghÜa ®¹o hµm theo 

h­íng t­¬ng tù hµm sè hai biÕn sè vµ cã c«ng thøc  
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕 𝑙
→ =

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝛼 +

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑦
𝑐𝑜𝑠 𝛽 +

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑧
𝑐𝑜𝑠 𝛾                     (15’) 

trong ®ã 𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑐𝑜𝑠 𝛽 , 𝑐𝑜𝑠 𝛾 lµ cosin chØ h­íng cña 𝑙
→

 trong kh«ng gian. 
VÝ dô 1. T×m ®¹o hµm cña hµm 𝑧 = 𝑥ଶ − 𝑥𝑦 + 𝑦ଶ  t¹i ®iÓm 𝑀(1; 1) theo h­íng 

 𝑙
→

= 6 𝑖
→

+ 8 𝑗
→

 trong ®ã 𝑖
→

, 𝑗
→

 t­¬ng øng lµ c¸c vÐct¬ ®¬n vÞ cña trôc 𝑂𝑥 vµ 𝑂𝑦. 
VÝ dô 2. T×m ®¹o hµm cña hµm 𝑢 = 𝑥𝑦ଶ𝑧ଷ  t¹i ®iÓm 𝑀(3; 2; 1) theo h­íng vÐc 

t¬ 𝑀𝑁
ሱ⎯ሮ

  víi 𝑁(5; 4; 2). 
1.2.4. Gradient của hµm số 
§Þnh nghÜa 1. Cho hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) t¹i ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴). Ta gäi gradient cña 

hµm sè f t¹i 𝑀଴ lµ vÐc t¬ cã c¸c thµnh phÇn lµ 

൜
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑦
ൠ 

vµ  ký hiÖu  𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑓(𝑀଴) (®äc lµ gêrat®iªn cña f  t¹i 𝑀଴). Nh­ vËy  

𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑓(𝑀଴) =
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑥
𝑖

→
+

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑦
𝑗

→
                                        (16) 

trong ®ã 𝑖
→

, 𝑗
→

 lµ c¸c vÐc t¬ ®¬n vÞ cña c¸c trôc 𝑂𝑥 vµ 𝑂𝑦. 
§èi víi hµm ba biÕn sè 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ta cã  

𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑓(𝑀଴) =
𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑥
𝑖

→
+

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑦
𝑗

→
+

𝜕𝑓(𝑀଴)

𝜕𝑧
𝑘
→

,               (17) 

trong ®ã 𝑖
→

, 𝑗
→

, 𝑘
→

   lµ c¸c vÐc t¬ ®¬n vÞ cña c¸c trôc O𝑥, O𝑦, O𝑧 vµ cã c¸c tÝnh chÊt  
nh­ hµm sè  hai biÕn sè. 

Cho tr­êng v« h­íng 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) trªn miÒn 𝛺. NÕu hµm v« h­íng 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝛺, th× t¹i ®iÓm ®ã cã ®¹o hµm theo h­íng 𝑙
→

: 
𝜕𝑓(𝑀)

𝜕 𝑙
→ =

𝜕𝑓(𝑀)

𝜕𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝛼 +

𝜕𝑓(𝑀)

𝜕𝑦
𝑐𝑜𝑠 𝛽 +

𝜕𝑓(𝑀)

𝜕𝑧
𝑐𝑜𝑠 𝛾, 

trong ®ã 𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑐𝑜𝑠 𝛽 , 𝑐𝑜𝑠 𝛾 lµ cosin chØ h­íng cña vect¬ 𝑙
→

. 
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Ta gäi gradient cña tr­êng v« h­íng u t¹i  𝑀 lµ vect¬ cã c¸c thµnh phÇn lµ 
𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑦
,
𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑧
. 

Ký hiÖu  𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢(𝑀). Nh­ vËy  

𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢(𝑀) =
𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑥
𝑖

→
+

𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑦
𝑗

→
+

𝜕𝑢(𝑀)

𝜕𝑧
𝑘
→

 

trong ®ã 𝑖
→

, 𝑗
→

, 𝑘
→

  lµ c¸c vÐc t¬ ®¬n vÞ cña c¸c trôc O𝑥, O𝑦, O𝑧. 
T¹i mçi ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝛺 cña tr­êng v« h­íng 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) cã vect¬ 

𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢(𝑀) t­¬ng øng. TÊt c¶ c¸c vect¬ ®ã t¹o thµnh tr­êng vect¬ gradient. 
Tõ ®Þnh nghÜa cña gradient, ta dÔ rµng suy ra: 

1)  𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

(𝑢ଵ + 𝑢ଶ − 𝑢ଷ) = 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢ଵ + 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢ଶ − 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢ଷ. 

2)  𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

(𝑐𝑢) = 𝑐 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢(𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). 

3)  𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

(𝑢𝑣) = 𝑢 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑣 + 𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢. 

4)  𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑓(𝑢) = 𝑓′(𝑢) 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢. 
Theo c«ng thøc (16), (17) ta cã   

𝜕𝑓

𝜕 𝑙
→ = (𝑔𝑟𝑎𝑑

ሱ⎯⎯⎯ሮ
𝑓, 𝑙

→
) = ቚ𝑔𝑟𝑎𝑑

ሱ⎯⎯⎯ሮ
𝑓ቚ ቚ 𝑙

→
ቚ . 𝑐𝑜𝑠 𝜑 = 𝑐ℎ

௟
→ 𝑔𝑟𝑎𝑑

ሱ⎯⎯⎯ሮ
𝑓            (18) 

trong ®ã 𝑙
→

= 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑖
→

+ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑗
→

+ 𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑘
→

, 𝜑 lµ gãc gi÷a 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑓 vµ 𝑙
→

. 
Tõ (17) ta cã mét sè tÝnh chÊt cña ®¹o hµm theo h­íng 

1) §¹o hµm cã gi¸ trÞ lín nhÊt t¹i ®iÓm (𝑥, 𝑦) theo h­íng cña vect¬ 

 gradient  t¹i ®iÓm ®ã vµ b»ng ቚ𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑓ቚ. 

2) §¹o hµm cã gi̧  trÞ nhá nhÊt, lµ theo h­íng ®èi cña vect¬ gradient vµ b»ng − ቚ𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑓ቚ. 

Chú ý. 

(1) Theo hướng 𝑙
→

, trường vô hướng 𝑢 tăng nhanh nhất tại 𝑀଴ nếu  𝑙
→

 có cùng 

phương, cùng  hướng với 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢. 

(2) Theo hướng 𝑙
→

, trường vô hướng 𝑢 giảm nhanh nhất tại 𝑀଴ nếu 𝑙
→

  có 

cùng phương, ngược hướng với 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢.  

VÝ dô 1. Cho hµm 𝑢 = 𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧ଶ. X¸c ®Þnh   𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢 t¹i ®iÓm 𝑀(1; −1; 3) vµ tÝnh ®¹o 

hµm t¹i 𝑀 theo h­íng vÐc t¬ 𝑙
→

= 𝑀𝑁
ሱ⎯ሮ

  víi 𝑁(0; 1; 1). 

VÝ dô 2. Cho hµm 𝑢 = 𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ + 4𝑥𝑦𝑧. X¸c ®Þnh  𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢 t¹i ®iÓm 

𝑀(1; 2; −1) vµ tÝnh ®¹o hµm t¹i 𝑀 theo h­íng vÐc t¬ 𝑙
→

= 𝑀𝑁
ሱ⎯ሮ

 víi 𝑁(2; 0; 1). 
VÝ dô 3.(2022) T×m hướng mà tại 𝑀(−1; 2; 1) hµm số  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧  giảm nhanh 

nhất. Tính đạo hàm theo h­íng  này tại 𝑀 . 
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1.2.5. Mặt 
 Cho mặt cong  (S) xác định bởi  phương trình 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0  tại điểm 𝑀(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) 

là một điểm chính quy của mặt (S)   
+ Vecto pháp tuyến    ൛𝑓௫

ᇱ(𝑀), 𝑓௬
ᇱ(𝑀), 𝑓௭

ᇱ(𝑀)ൟ tại  𝑀. 
+ Phương trình pháp tuyến tại 𝑀 

(𝑑):
𝑥 − 𝑥଴

𝑓௫
ᇱ(𝑀)

=
𝑦 − 𝑦଴

𝑓௬
ᇱ(𝑀)

=
𝑧 − 𝑧଴

𝑓௭
ᇱ(𝑀)

. 

+ Phương trình tiếp  diện tại 𝑀 
(𝑃): 𝑓௫

ᇱ(𝑀) ⋅ (𝑥 − 𝑥଴) + 𝑓௬
ᇱ(𝑀) ⋅ (𝑦 − 𝑦଴) + 𝑓௭

ᇱ(𝑀) ⋅ (𝑧 − 𝑧଴) = 0. 
Nhận xét: Nếu mặt cong cho bởi phương trình 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) thì phương trình tiếp  diện 

tại 𝑀:    (𝑃): 𝑧 − 𝑧଴ =  𝑧௫
ᇱ (𝑀) ⋅ (𝑥 − 𝑥଴) + 𝑧௬

ᇱ (𝑀) ⋅ (𝑦 − 𝑦଴). 
Ví dụ 1.  

a) (2018) Viết phương trình tiếp diện và pháp tuyến của mặt cong 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 𝑒௭ −

2𝑥𝑦𝑧 = 0  tại điểm P(1; 0; 0). 
b) (2005) Viết phương trình tiếp diện và pháp tuyến của mặt    𝑥ଶ + 𝑦ଶ −  𝑧ଶ = 0   

tại điểm  𝑀(3; 4; 5). 
c) (20242) Cho mặt cong S xác định bởi  𝑥ଶ + 4𝑦ଶ − 9𝑧ଶ = 0 . Viết phương trình 

tiếp diện tại điểm  𝑀(−2, √10, 2) và pháp tuyến tại điểm 𝑁(√5, 1, −1). 

Bài tập 
1.(2018) Viết phương trình tiếp diện và pháp tuyến tại điểm 𝐴(0; 1; 2) của 
mặt 𝑧 =  2𝑦𝑒ୱ୧୬ ௫. 

2. (20172 Viết phương trình tiếp diện và pháp tuyến của mặt cong 𝑙𝑛(𝑥ଶ + 3𝑦)  −

2𝑧ଷ = 2 tại điểm 𝑀(1; 0; −1). 
3. (20182) Viết phương trình tiếp diện và pháp tuyến của mặt  𝑥ଶ + 𝑦ଶ −  𝑧ଶ = −1   tại 
điểm  𝑀(2; 2; 3). 

1.2.6. Mét sè mặt bậc hai trong kh«ng gian  
Ph­¬ng tr×nh bËc hai ba biÕn tæng qu¸t cã d¹ng 

𝐴𝑥ଶ + 𝐵𝑦ଶ + 𝐶𝑧ଶ + 𝐷𝑥𝑦 + 𝐸𝑥𝑧 + 𝐹𝑦𝑧 + 𝐺𝑥 + 𝐻𝑦 + 𝐾𝑧 + 𝑀 = 0. 
B»ng mét sè phÐp biÕn ®æi ta cã thÓ ®­a ph­¬ng tr×nh trªn vÒ mét trong c¸c 

d¹ng sau ®©y gäi lµ d¹ng chÝnh t¾c cña c¸c mÆt bËc hai: 
(1)  MÆt cÇu 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 𝑅ଶ, t©m 𝑂(0; 0; 0), b¸n kÝnh R (H×nh 1.14). 
   MÆt cÇu c¾t c¸c mÆt täa ®é theo c¸c ®­êng trßn 

𝑧 = 0 ⇒ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 𝑅ଶ, 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥ଶ + 𝑧ଶ = 𝑅ଶ, 𝑥 = 0 ⇒ 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 𝑅ଶ. 

(2)MÆt elipx«it 
௫మ

௔మ
+

௬మ

௕మ
+

௭మ

௖మ
= 1, t©m 𝑂(0; 0; 0), a,b,c lµ c¸c b¸n trôc (H×nh1.15). 

   MÆt elipx«it c¾t c¸c mÆt täa ®é theo c¸c ®­êng elip 

𝑧 = 0 ⇒
𝑥ଶ

𝑎ଶ
+

𝑦ଶ

𝑏ଶ
= 1, 𝑦 = 0 ⇒

𝑥ଶ

𝑎ଶ
+

𝑧ଶ

𝑐ଶ
= 1, 𝑥 = 0 ⇒

𝑦ଶ

𝑏ଶ
+

𝑧ଶ

𝑐ଶ
= 1. 
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(3) MÆt parabol«it eliptic 𝑧 =
௫మ

௔మ +
௬మ

௕మ ®Ønh 𝑂(0; 0; 0), a,b lµ c¸c b¸n trôc (H×nh 

1.16). 
MÆt parabol«it eliptic c¾t c¸c mÆt täa ®é theo c¸c ®­êng parabol 

𝑦 = 0 ⇒ 𝑧 =
𝑥ଶ

𝑎ଶ
, 𝑥 = 0 ⇒ 𝑧 =

𝑦ଶ

𝑏ଶ
. 

Khi 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 th× thiÕt diÖn song song víi mÆt ph¼ng Oxy lµ elip. 

(4) MÆt parabol«it hyperb«lic 𝑧 = −
௫మ

௔మ
+

௬మ

௕మ
 (H×nh 1.17). 

MÆt parabol«it hyperb«lic c¾t c¸c mÆt täa ®é theo c¸c ®­êng parabol 

 𝑦 = 0 ⇒ 𝑧 = −
௫మ

௔మ
, 𝑥 = 0 ⇒ 𝑧 = +

௬మ

௕మ
. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(5) MÆt hyperbol«it mét tÇng 
௫మ

௔మ +
௬మ

௕మ −
௭మ

௖మ = 1 (H×nh 1.18). 

    MÆt hyperbol«it mét tÇng c¾t c¸c mÆt täa ®é theo c¸c ®­êng sau   

𝑧 = 0 ⇒
𝑥ଶ

𝑎ଶ
+

𝑦ଶ

𝑏ଶ
= 1, 𝑦 = 0 ⇒

𝑥ଶ

𝑎ଶ
−

𝑧ଶ

𝑐ଶ
= 1, 𝑥 = 0 ⇒

𝑦ଶ

𝑏ଶ
−

𝑧ଶ

𝑐ଶ
= 1 

 

6) MÆt hyperbol«it hai tÇng   
௫మ

௔మ +
௬మ

௕మ −
௭మ

௖మ = −1 (H×nh 1.19). 

                       z 
 
 
 
 
    -R                    O                R y 
                 
      x 
 
 
                H×nh 1.14 
 

                       z 
 
                              c  
 
 
    -b                      O               b  y 
                  a   
           x               -c  
 
               H×nh 1.15 
 

                          z 
 
 
 
 
 
 
                              O                      y 
 
        x 
                     H×nh 1.16 
 

                          z 
 
 

 
                                 O                   y 

 
 
                               
 
        x 
                     H×nh 1.17 
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 MÆt hyperbol«it hai tÇng kh«ng c¾t mÆt täa ®é 𝑧 = 0, c¾t c¸c mÆt täa ®é 𝑥 =

0, 𝑦 = 0 theo c¸c ®­êng hyperbol 

𝑦 = 0 ⇒
𝑥ଶ

𝑎ଶ
−

𝑧ଶ

𝑐ଶ
= 1, 𝑥 = 0 ⇒

𝑦ଶ

𝑏ଶ
−

𝑧ଶ

𝑐ଶ
= 1. 

(7)  MÆt nãn 
௫మ

௔మ +
௬మ

௕మ −
௭మ

௖మ = 0 ( H×nh 1.20). 

(8)  MÆt trô bËc hai 
 XÐt mÆt cong (S) x¸c ®Þnh bëi ph­¬ng tr×nh 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, kh«ng chøa z. Trªn 

mÆt ph¼ng 𝑧 = 0, ph­¬ng tr×nh 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 x¸c ®Þnh ®­êng cong (C). MÆt cong 
(S) ®­îc sinh ra bëi ®­êng th¼ng ( gäi lµ ®­êng sinh) lu«n song song víi trôc Oz  
vµ tùa vµo ®­êng cong (C), (®­êng cong  (C) gäi lµ ®­êng chuÈn). MÆt cong (S) 
gäi lµ mÆt trô ®øng. 

T­¬ng tù ®èi víi ph­¬ng tr×nh kh«ng chøa x (hoÆc y) x¸c ®Þnh mÆt trô cã ®­êng 
sinh song song víi trôc Ox (hoÆc Oy). 

MÆt trô eliptic 
௫మ

௔మ
+

௬మ

௕మ
= 1 ( H×nh 1.21);   

MÆt trô hyperb«lic − ௫మ

௔మ
+

௬మ

௕మ
= 1 ( H×nh 1.22); 

MÆt trô parab«lic 𝑧 =
௫మ

௔మ
 ( H×nh 1.23). 

 
 
 

 
 
 
 
 

Ch­¬ng 2 

                       z 
 
 
 
 
 
                                                 y 
 
 
     x 
 
                               H×nh 1.18 

                       z 
 
 
 
 
                        a 
                           -a                      y                      
 
    x 
 
 
                               H×nh 1.19 

           z                            z 
 
 
 
                           y 
 
  x                                                    y 
                                x 
 
        H×nh 1.20             H×nh 1.21 

 
 
            z                            z 
 
 

 
 
                                 y                         y 
 
      x                          x 
       H×nh 1.22             H×nh 1.23  
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TÍCH PHÂN BỘI 
2.1. TÝch ph©n kÐp  
2.1.1. §Þnh nghÜa tÝch ph©n kÐp 
§Þnh nghÜa 2.1.1. Cho hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) x¸c ®Þnh trong miÒn ®ãng vµ giíi 

néi D cña mÆt ph¼ng 𝑂𝑥𝑦. Chia miÒn D mét c¸ch tïy ý thµnh n m¶nh nhá 
𝐷ଵ, 𝐷ଶ, . . . , 𝐷௡ kh«ng giao nhau (𝐷௜ ∩ 𝐷௝ = 𝛷, 𝑖 ≠ 𝑗).  Gäi 𝛥𝑠௜   lµ diÖn tÝch cña m¶nh 

nhá  𝐷௜ . Trong mçi m¶nh nhá 𝐷௜ lÊy mét ®iÓm tïy ý 𝑀௜(𝑥௜ , 𝑦௜). LËp tæng 

𝐼௡ = ෍ 𝑓(𝑥௜ , 𝑦௜)𝛥𝑠௜

௡

௜ୀଵ

 

gäi lµ tæng tÝch ph©n cña hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) trong miÒn D. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
NÕu khi 𝑛 → ∞ sao cho 𝑚𝑎𝑥 𝑑௜ → 0 (trong ®ã 𝑑௜  ký hiÖu ®­êng kÝnh cña 𝐷௜, ®ã 

lµ kho¶ng c¸ch lín nhÊt cña hai ®iÓm bÊt kú  thuéc 𝐷௜) mµ 𝐼௡dÇn tíi mét giíi h¹n 
h÷u h¹n I kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chia miÒn D vµ c¸ch lÊy ®iÓm 𝑀௜ trong mçi 
m¶nh  𝐷௜, th× giíi h¹n ®ã ®­îc gäi lµ tÝch ph©n kÐp (tÝch ph©n hai líp) cña hµm 
sè 𝑓(𝑥, 𝑦) trong miÒn D vµ ký hiÖu ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆

஽
.                                                                

Nh­ vËy    



n

i
iii

d
D

syxfdSyxf
i 10max

),(lim),( .                         (1) 

Hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) gäi lµ hµm d­íi dÊu tÝch ph©n, D lµ miÒn lÊy tÝch ph©n, dS lµ 
yÕu tè diÖn tÝch.  NÕu tån t¹i tÝch ph©n (1), th× ta nãi hµm sè𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ tÝch trong 
miÒn D.  

V× tÝch ph©n kÐp kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chia miÒn D thµnh c¸c m¶nh nhá, 
nªn ta cã thÓ chia D b»ng c¸c ®­êng th¼ng song song víi c¸c trôc täa ®é, do 
®ã 𝛥𝑆 = 𝛥𝑥. 𝛥𝑦 vµ ta cã thÓ thay 𝑑𝑆 = 𝑑𝑥𝑑𝑦. Khi ®ã ta th­êng viÕt  

ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
஽

= ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

. 

Ng­êi ta chøng minh ®­îc r»ng nÕu hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) liªn tôc trong miÒn ®ãng 
vµ giíi néi D th× nã kh¶ tÝch trong miÒn ®ã. 

 

              z 
                                            z=f(x,y) 
 
 
 
           
                O                                   y 
                                                
x                   D                     Di 

H×nh 2.1 
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Ý nghÜa h×nh häc cña tÝch ph©n kÐp: 

𝑉 = ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

. 

Tr­êng hîp 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1,   𝑆஽ = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

  lµ c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch miÒn ph¼ng D. 

2.1.2. TÝnh chÊt cña tÝch ph©n kÐp 
T­¬ng tù nh­ tÝch ph©n x¸c ®Þnh, tÝch ph©n kÐp còng cã c¸c tÝnh chÊt sau 

1) ∬ [𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

+ ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

. 

2) ∬ 𝑘𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑘
஽ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
, k  lµ h»ng sè. 

3) NÕu miÒn D ®­îc chia thµnh hai miÒn 𝐷ଵvµ 𝐷ଶ (H×nh 2.2) kh«ng dÉm lªn 
nhau  𝐷 = 𝐷ଵ ∪ 𝐷ଶ, 𝐷ଵ ∩ 𝐷ଶ = 𝛷 th× 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽భ

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽మ

. 

 
 
 
 
 
 

4) NÕu 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥, 𝑦) víi ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 th×  
∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
≤ ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
. 

5) NÕu 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀 víi ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, m vµ M lµ  c¸c h»ng sè th×   
𝑚𝑆஽ ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
≤ 𝑀𝑆஽, 

trong ®ã 𝑆஽ lµ diÖn tÝch cña miÒn D. 
6) (§Þnh lý vÒ gi¸ trÞ trung b×nh) NÕu hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) liªn tôc trong miÒn ®ãng 

vµ bÞ chÆn D th× trong D tån t¹i Ýt  nhÊt  ®iÓm (𝑥଴, 𝑦଴) sao cho  
∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
= 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴). 𝑆஽. 

C¸c tÝnh chÊt trªn ®­îc suy ra tõ ®Þnh nghÜa tÝch ph©n kÐp. 
2.1.3. C¸ch tÝnh tÝch ph©n kÐp trong hÖ täa ®é ®Ò c¸c 
1) Tr­êng hîp hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 liªn tôc trong miÒn  D lµ h×nh ch÷ nhËt 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 (H×nh 2.3). 
 
 
 
 
 
 
 

            Z                           z=f(x,y) 
                D                       C    
 
                                                S(x) 
                         c                   d             y 
             a             
        b  x      A                   B       
  x 
                    H×nh 2.3 
 

 
 
  
                    
 

 
H×nh 2.2 
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Theo ý nghÜa h×nh häc cña tÝch ph©n kÐp th× ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

 lµ thÓ tÝch cña 

h×nh trô cã ®¸y lµ miÒn D, mÆt trªn lµ mÆt  cong 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), mÆt xung quanh  lµ 
mÆt trô cã ®­êng sinh song song víi trôc 𝑂𝑧. 

Chú ý. Trong phÇn øng dông tÝnh thÓ tÝch b»ng  tÝch ph©n x¸c ®Þnh, ta cã 

                                             𝑉 = ∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
                                                                               (2) 

trong ®ã 𝑆(𝑥) lµ diÖn tÝch cña thiÕt diÖn vu«ng  gãc víi trôc 𝑂𝑥 t¹i 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] cña vËt 
thÓ, ®ã lµ  diÖn tÝch cña h×nh thang cong ABCD ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

                                   𝑆(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ௗ

௖
,                                                                          (3) 

(trong c«ng thøc (3) ta coi 𝑥  lµ h»ng sè) . Thay (3) vµo (2) ta ®­îc 

𝑉 = ∫ ቀ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ௗ

௖
ቁ

௕

௔
𝑑𝑥    Hay       ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
= ∫ ቀ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

ௗ

௖
ቁ

௕

௔
𝑑𝑥.        (4)   

Ta th­êng ký hiÖu ∫ ቀ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ௗ

௖
ቁ

௕

௔
𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑥

௕

௔ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ௗ

௖
. 

Chó ý: §èi víi c«ng thøc (2) ta cã thÓ tÝnh   𝑉 = ∫ 𝑆(𝑦)𝑑𝑦
ௗ

௖
,                              (5) 

trong ®ã 𝑆(𝑦) lµ diÖn tÝch cña thiÕt diÖn vu«ng gãc víi trôc Oy t¹i 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] cña 

vËt thÓ, ®­îc tÝnh theo c«ng thøc      𝑆(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
௕

௔
,                                         (6)       

(trong c«ng thøc (6) ta coi 𝑦  lµ h»ng sè).  

VËy 𝑉 = ∫ ቀ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
௕

௔
ቁ

ௗ

௖
𝑑𝑦  hay ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
= ∫ ቀ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

௕

௔
ቁ

ௗ

௖
𝑑𝑦.     (7) 

Tõ (4) vµ (7) ta cã                ∫ 𝑑𝑥
௕

௔ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ௗ

௖
= ∫ 𝑑𝑦

ௗ

௖ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
௕

௔
.       (8) 

C«ng thøc (8) gäi lµ c«ng thøc ®æi thø tù lÊy tÝch ph©n (FUBINI). 
2) Tr­êng hîp hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 liªn tôc trong miÒn  D 
a) NÕu miÒn D x¸c ®Þnh bëi 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜑ଵ(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜑ଶ(𝑥), c¸c hµm 

𝜑ଵ(𝑥), 𝜑ଶ(𝑥) liªn tôc trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏], kh¶ vi trªn kho¶ng më (𝑎, 𝑏) (H×nh  2.4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
,           𝑆(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

ఝమ(௫)

ఝభ(௫)
. 

        ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∫ 𝑑𝑥
௕

௔ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ఝమ(௫)

ఝభ(௫)
                                        (9) 

Trong c«ng thøc (9) khi tÝnh theo  𝑦  ta coi 𝑥  lµ h»ng số . 

             z 
                      z=f(x,y) 
                  
                                               
                                               S(x) 
 
                                                                y 
          a 
 
      x 
   b 
 x                        

                          H×nh 2.4 
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Chó ý:Tr­êng hîp ®­êng cong 𝑦 = 𝜑ଵ(𝑥) hoÆc 𝑦 = 𝜑ଶ(𝑥)  kh«ng    tån  t¹i  
®¹o  hµm  t¹i  ®iÓm 𝑥 = 𝑥଴ ∈ (𝑎, 𝑏),  th×  miÒn D  ®­îc  chia  thµnh  hai  miÒn  𝐷ଵ 
vµ 𝐷ଶ   (𝐷 = 𝐷ଵ ∪ 𝐷ଶ, 𝐷ଵ ∩ 𝐷ଶ = 𝛷)  (H×nh 2.5)  

ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽భ

+ ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽మ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
b) NÕu miÒn D x¸c ®Þnh bëi 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝜓ଵ(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜓ଶ(𝑦) ta cã   

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∫ 𝑑𝑦
ௗ

௖ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
టమ(௬)

టభ(௬)
.                                       (10) 

Còng nh­ c«ng thøc (9), trong c«ng thøc (10) lµ tÝnh theo 𝑥 tr­íc, tÝnh theo 𝑦 sau. 
Chó ý: Tr­êng hîp ®­êng cong 𝑥 = 𝜓ଵ(𝑦)  hoÆc 𝑥 = 𝜓ଶ(𝑦)   kh«ng    tån  t¹i  

®¹o  hµm  𝑦 = 𝑦଴ ∈ (𝑐, 𝑑),  th× D  ®­îc  chia  thµnh hai   miÒn  𝐷ଷ  vµ 𝐷ସ   
(𝐷 = 𝐷ଷ ∪ 𝐷ସ, 𝐷ଷ ∩ 𝐷ସ = 𝛷)   (H×nh 2.6) vµ  
             ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽య
+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽ర
 

 
 
 
 
 
 
 
  3)  Tr­êng hîp hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 0 liªn tôc trong miÒn  D  c«ng thøc (9) vµ (10) 

vÉn ®óng. 

VÝ dô 1. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∫ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ∫ (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦
ଶ௫

௫
. 

VÝ dô 2. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∬ 𝑥ଶ𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

, trong ®ã D lµ miÒn ph¼ng  giíi h¹n 

bëi c¸c ®­êng 𝑦 = 𝑥ଶ, 𝑥 + 𝑦 = 2, 𝑥 = 0, (𝑥 ≥ 0). 

VÝ dô 3. §æi thø tù lÊy tÝch ph©n sau 𝐼 = ∫ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ଶି௫

√ଶ௫ି௫మ . 

VÝ dô 4. (20232) §æi thø tù lÊy tÝch ph©n 𝐼 = ∫ 𝑑𝑦
ଶ

ିଶ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ିଵ

௬మିହ
.  

VÝ dô 5.(B7) TÝnh tÝch ph©n sau 𝐼 = ∫ 𝑑𝑦
ଵ

଴ ∫
௦௜௡ ௫

௫
𝑑𝑥

ଵ

௬
. 

 

  y 
 
 
 

                             

 
    O     a                x0          b       x 

H×nh 2.5 

  y 
    d 
                       

  y0 
                               
      C 

    O                                             x 
H×nh 2.6 
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Chó ý : Gi¶ sö  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓ଵ(𝑥). 𝑓ଶ(𝑦) x¸c ®Þnh trªn miÒn D lµ h×nh ch÷ nhËt 
 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 th× khi ®ã  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∬ 𝑓ଵ(𝑥). 𝑓ଶ(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∫ 𝑓ଵ(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
. ∫ 𝑓ଶ(𝑦)𝑑𝑦

ௗ

௖
. 

VÝ dô 6. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∬ 𝑥𝑦ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

, D lµ miền  0 ≤ 𝑥 ≤ 1,   0 ≤ 𝑦 ≤ 1. 

2.1.4. §æi biÕn sè trong tÝch ph©n kÐp 
a) §æi biÕn sè trong tÝch ph©n kÐp  
XÐt tÝch ph©n kÐp  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
, trong ®ã hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) liªn tôc trong 

miÒn D ®ãng, giíi néi. Thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn sè 
                               𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣).                                              (11) 

 
 
 
 
 
 
 

§Þnh thøc Jacobi        𝐽 =
஽(௫,௬)

஽(௨,௩)
= ቮ

డ௫

డ௨

డ௫

డ௩
డ௬

డ௨

డ௬

డ௩

ቮ ≠ 0 trong miÒn D’. 

 Khi ®ã ta cã   ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∬ 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣))|𝐽|𝑑𝑢𝑑𝑣
஽, .             (12) 

VÝ dô 1. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∬ (𝑥 + 𝑦)(2𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

,  D lµ miÒn ph¼ng giíi h¹n 

bëi  −𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥,      2𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 2𝑥 + 1. 
VÝ dô 2. (20243) TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ (2𝑥ଶ − 4𝑦ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
,  D lµ miÒn ph¼ng giíi 

h¹n bëi  1 ≤ 𝑥𝑦 ≤ 4,      𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 4𝑥. 
b) TÝch ph©n kÐp trong hÖ täa ®é cùc 

Thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn sè sang hÖ täa ®é cùc 

                   ቄ
𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑,       0 ≤ 𝑟 < +∞,      0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋,                       (13) 

 
 
 
 
 
 
 

khi ®ã miÒn D cña mÆt ph¼ng 𝑂𝑥𝑦 trë thµnh miÒn D’ (H×nh 2.8) trong hÖ täa ®é 
cùc giíi h¹n bëi   𝛼 ≤ 𝜑 ≤ 𝛽, 𝑟ଵ(𝜑) ≤ 𝑟 ≤ 𝑟ଶ(𝜑).      

 

             y                                                           v 
 
                           D                                                           
                      (x,y)                                                          (u,v) 
                                                                                              D’ 
 
                                                                                                   

        O                     x     H×nh 2.7     O’                                u 

    y 

 
                                              

                                    D’                                 
                     
                     
   O                                                 x    

H×nh 2.8  
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Ta cã 𝐽 =
஽(௫,௬)

஽(௥,థ)
= ฬ

𝑐𝑜𝑠 𝜑 −𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑
𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑

ฬ = 𝑟. VËy   

             ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= න 𝑑𝜑
ఉ

ఈ

න 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑)𝑟𝑑𝑟.                       (14)
௥మ(ఝ)

௥భ(ఝ)

 

Chó ý 1: X¸c ®Þnh cËn cña mét sè miÒn D trong hÖ täa ®é cùc 
1) Gèc cùc O (®iÓm trong) n»m trong D (H×nh 2.9). 

ඵ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= න 𝑑𝜙
ଶగ

଴

න 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑)𝑟𝑑𝑟
௥(ఝ)

଴

. 

2) Gèc cùc O (®iÓm biªn) n»m trªn biªn cña D (H×nh 2.10). 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∫ 𝑑𝜙
ఉ

ఈ ∫ 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑)𝑟𝑑𝑟
௥(ఝ)

଴
. 

3) Gèc cùc O n»m ngoµi D (H×nh 2.11). 
Khi ®ã miÒn D ®­îc  x¸c ®Þnh bëi 𝛼 ≤ 𝜑 ≤ 𝛽, 𝑟ଵ(𝜑) ≤ 𝑟 ≤ 𝑟ଶ(𝜑) vµ  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= ∫ 𝑑𝜙
ఉ

ఈ ∫ 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑)𝑟𝑑𝑟
௥మ(ఝ)

௥భ(ఝ)
. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Chó ý 2: Tr­êng hîp biªn miÒn D cã ph­¬ng tr×nh 𝑟 = 𝑟(𝜑) tån t¹i ®iÓm 𝜑 ∈ (𝛼, 𝛽) 

mµ t¹i ®ã hµm kh«ng kh¶ vi th× t¸ch miÒn D thµnh 𝐷 = 𝐷ଵ ∪ 𝐷ଶ, 𝐷ଵ ∩ 𝐷ଶ = 𝛷 nh­ 
trong tr­êng hîp tÝnh trong hÖ täa ®é ®Ò c¸c vu«ng gãc. 

VÝ dô 3. ChuyÓn sang hÖ täa ®é cùc tÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∬ ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

, trong 

®ã D lµ h×nh trßn 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 1. 
VÝ dô 4. TÝnh tÝch ph©n𝐼 = ∬ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
, trong ®ã D lµ miÒn ph¼ng giíi 

h¹n bëi c¸c  ®­êng 𝑦 = √2𝑥 − 𝑥ଶ, 𝑦 = 0. 
VÝ dô 5. ChuyÓn sang hÖ täa ®é cùc tÝnh tÝch ph©n 

𝐼 = ∬
௦௜௡ ඥ௫మା௬మ

ඥ௫మା௬మ
𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
,  D lµ h×nh vµnh kh¨n 

గమ

ଽ
≤ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 𝜋ଶ. 

Chó ý: Trong tr­êng hîp biªn cña miÒn D lµ ®­êng elip hoÆc  mét phÇn cña 

®­êng elip 
௫మ

௔మ
+

௬మ

௕మ
= 1,ta cã thÓ ®æi biÕn 𝑥 = 𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑦 = 𝑏𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑         (15) 

(täa ®é cùc më réng). Khi ®ã miÒn D trë thµnh miÒn D’ vµ 𝐽 =
஽(௫,௬)

஽(௥,థ)
= 𝑎𝑏𝑟. 

VÝ dô 6. TÝnh  𝐼 = ∬ ට1 −
௫మ

௔మ
−

௬మ

௕మ
𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
, D lµ h×nh elip 

௫మ

௔మ
+

௬మ

௕మ
≤ 1. 

         y 
 
                          

 
                                                     
         O                                   x 
 

H×nh 2.9  

         y 
        
 
                            

 
                               
 
                    
         O                                   x 
                    H×nh 2.10  

        y 
                        A      

 
   B                              
                  A 

                 
          

       O                               x 
                    H×nh 2.11  
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VÝ dô 7.(20221) TÝnh  𝐼 = ∬ (2𝑦 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑦 

஽
,   D lµ miền tam giác với các đỉnh  

(0,0); (1,1) và (0,2). 
VÝ dô 8. (20222) TÝnh  𝐼 = ∬ (|𝑥| − |𝑦| + (𝑥 − 𝑦)ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦 

஽
, D:|𝑥| ≤ 1, |𝑦| ≤ 1. 

Bài tập 
1.(20201)  TÝnh  𝐼 = ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
,  D lµ miền giới hạn bởi  𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥 𝑣à 𝑥 = 1. 

2.(20201)  TÝnh  𝐼 = ∬ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

,   D lµ miền   (𝑥 − 4)ଶ + 𝑦ଶ ≤ 1, 𝑦 ≥ 0. 

3.(20182)  TÝnh   𝐼 = ∬ (𝑦ଶ − 𝑥ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

,  D lµ miền   0 ≤ 2𝑦 ≤ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 2𝑥. 

4.(20173)  TÝnh  𝐼 = ∬ (𝑥ସ − 𝑦ସ)𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

,  D lµ miền   𝑥 = ඥ1 − 𝑦ଶ, 𝑥 = 0. 

5.(20172)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ |𝑥 + 𝑦|𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

,  D lµ miền   𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 1. 

6.(20172)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∫ 𝑑𝑦
ଵ

଴ ∫ 𝑒௫మ
𝑑𝑥

ଶ

ଶ௬
.   

7.(20161)  TÝnh  𝐼 = ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

, D lµ miền giới hạn bởi    𝑥 = 𝑦 − 4, 𝑥ଶ = 2𝑦. 

8.(20162) TÝnh 𝐼 = ∬
ଵ

ଵା௫ା௬
𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
,D lµ miền giới hạn bởi𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥 𝑣à 𝑥 = 1. 

2.1.5. Ứng dông h×nh häc cña tÝch ph©n kÐp 
a) TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ 
                                𝑉 = ∬ |𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
.                                                                   (17) 

Chó ý: Trong tr­êng hîp  miÒn 𝛺 giíi h¹n bëi mÆt trªn 𝑧 = 𝑓ଶ(𝑥, 𝑦) vµ giíi h¹n 
bëi mÆt d­íi 𝑧 = 𝑓ଶ(𝑥, 𝑦), (𝑓ଵ(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓ଶ(𝑥, 𝑦), ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷), ta có 

                  𝑉 = ∬ [𝑓ଶ(𝑥, 𝑦) − 𝑓ଵ(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

.                                                    (18) 

MiÒn D  lµ h×nh chiÕu cña miÒn 𝛺 lªn mÆt ph¼ng 𝑂𝑥𝑦. 
VÝ dô 1. TÝnh thÓ tÝch vËt thÓ giíi h¹n bëi  0 ≤ 𝑧 ≤ 4 − 𝑥ଶ phÇn n»m trong trô 

tam gi¸c cã ph­¬ng tr×nh  2𝑥 + 𝑦 = 4, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0. 
VÝ dô 2. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n bëi c¸c mÆt    𝑍 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ, 𝑦 = 𝑥ଶ,

𝑦 = 1, 𝑧 = 0 (hình 2.12). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                z 
 
 
 

 
 

                              1                        y 
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     x 
                   H×nh 2.12 
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                H×nh 2.13 
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VÝ dô 3. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n bëi   𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 𝑧 ≤ 2 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ   
(H×nh 2.14)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
VÝ dô 4. (20243)TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n bëi  các mặt 

𝑧 = 0, 𝑧 =
𝑥ଶ

4
+

𝑦ଶ

9
,   

𝑥ଶ

4
+

𝑦ଶ

9
= 𝑥. 

VÝ dô 5. (20232)  Cho  𝛺  giới hạn bởi các mặt 𝑧ଶ = 5 + 𝑥ଶ + 𝑦ଶ  và 𝑧 = 3. TÝnh thÓ 
tÝch khối 𝛺. 

b) TÝnh diÖn tÝch cña miÒn ph¼ng 
Tõ ®Þnh nghÜa cña tÝch ph©n kÐp, ta cã diÖn tÝch S cña miÒn ph¼ng D ®­îc 

tÝnh theo c«ng thøc 
                                        𝑆஽ = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦

஽
.                                                  (19) 

Chó ý: NÕu miÒn  D trong hÖ täa ®é cùc ®­îc x¸c ®Þnh bëi  
𝛼 ≤ 𝜑 ≤ 𝛽,     𝑟ଵ(𝜑) ≤ 𝑟 ≤ 𝑟ଶ(𝜑) 

th× diÖn tÝch cña miÒn D lµ   

                                       𝑆஽ = ඵ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑
஽

= න 𝑑𝜑
ఉ

ఈ

න 𝑟𝑑𝑟
௥మ(ఝ)

௥భ(ఝ)

.                            (20) 

VÝ dô 6. TÝnh diÖn tÝch cña miÒn ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®­êng 

𝑦 = 𝑥ଷ, 𝑦 = √𝑥. 
VÝ dô 7. (20242)TÝnh diÖn tÝch cña miÒn ph¼ngD nằm trong ®­êng tròn  𝑥ଶ +

(𝑦 − 1)ଶ = 1 và phí trên đường parabol 𝑦 = √2𝑥ଶ + 1. 
VÝ dô 8. TÝnh diÖn tÝch cña miÒn ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®­êng 

𝑦 = 2 − 𝑥, 𝑦ଶ = 4𝑥 + 4. 
VÝ dô 9. TÝnh diÖn tÝch cña miÒn ph¼ng D giíi h¹n c¸c ®­êng lemniscate  

                                                        𝑟 = 𝑎ඥ𝑠𝑖𝑛 2 𝜑, 𝑎 > 0 . 
VÝ dô 10. (20243) TÝnh diÖn tÝch cña miÒn ph¼ng D giíi h¹n bëi  

𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑦, 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 4𝑥, 𝑦 = 𝑥, 𝑥 = 0. 
VÝ dô 11. (20232) TÝnh diÖn tÝch cña miÒn ph¼ng giíi h¹n bëi  

9𝑥ଶ − 4𝑥𝑦 + 𝑦ଶ ≤ 4. 

                            z 
                            2 
 

 

                             1 
 

 
 

             -1               O             1          y 
 
 
        x 
               H×nh 2.14 
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c) TÝnh diÖn tÝch cña mÆt cong 
Gi¶ sö khi cÇn tÝnh diÖn tÝch cña phÇn  mÆt  

cong  S  cã ph­¬ng  tr×nh 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ®¬n trÞ  
vµ cã h×nh chiÕu lªn mÆt Oxy lµ miÒn phẳng D 
 kÝn vµ giíi néi  (H×nh 2.15). DiÖn tÝch cña mÆt  
cong S ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

 

      𝑆௖ = ∬ ට1 + ቀ
డ௙

డ௫
ቁ

ଶ

+ ቀ
డ௙

డ௬
ቁ

ଶ

𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

.                            (21) 

VÝ dô 12. TÝnh diÖn tÝch cña phÇn mÆt parabol«it 𝑧 = 1 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ n»m trong 
h×nh trô  𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 1. 

VÝ dô 13. (20222) TÝnh diÖn tÝch cña phÇn mÆt phẳng  𝑧 = 1 + 2𝑥 + 𝑦 trên miền 
bị chặn   𝑦 = 𝑥ଶ, 𝑥 = 𝑦ଷ. 

Bài tập 
1.(20172) TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n bëi  𝑧 = 1 + 𝑥ଶ + 𝑦ଶ , mặt trô 𝑥ଶ +

4𝑦ଶ = 4 và mặt phẳng 𝑂𝑥𝑦. 
2.(20172) TÝnh thÓ tÝch cña miền giíi h¹n bëi các mặt  𝑧 = 0, 𝑧 = 1 + 𝑥ଶ + 𝑦ଶ  và 
mặt  4𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 4. 

3.(20192) TÝnh thể tÝch cña miền D xác định  bởi  1 ≤ 𝑧 ≤ ඥ5 − 𝑥ଶ −  𝑦ଶ . 
4.(20182) TÝnh diện tÝch cña miền D giới hạn bởi  𝑥ଶ = 𝑦, 𝑥ଶ = 2𝑦, 𝑥𝑦 = 2, 𝑥𝑦 = 4.  
5.(20182) TÝnh diện tÝch cña miền phẳng D giới hạn bởi  (𝑥ଶ + 𝑥ଶ)ଶ ≤ 2𝑥ଶ𝑦,   𝑥 ≥ 0. 
6.(20172) TÝnh diện tÝch cña mặt paraboloid   𝑥 = 𝑦ଶ + 𝑧ଶ thỏa mãn 𝑥 ≤ 1. 
7.(20192) TÝnh diện tÝch cña mặt paraboloid  𝑧 = 4𝑥 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶnằm phía trên mặt 
phẳng  𝑂𝑥𝑦. 
2.2. TÝch ph©n béi ba 
2.2.1. §Þnh nghÜa tÝch ph©n béi ba 
§Þnh nghÜa 1. Cho hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) x¸c ®Þnh trong miÒn ®ãng vµ giíi néi 𝛺  

cña kh«ng gian 𝑂𝑥𝑦𝑧. Chia miÒn 𝛺 mét c¸ch tïy ý thµnh n miÒn nhá 𝛺ଵ, 𝛺ଶ, . . . , 𝛺௡ 
kh«ng giao nhau. Gäi 𝛥𝑉௜ lµ thÓ tÝch cña mçi miÒn nhá  𝛺௜ . Trong mçi miÒn  nhá 
𝛺௜ lÊy mét ®iÓm tïy ý 𝑀௜(𝑥௜ , 𝑦௜ , 𝑧௜). LËp tæng tÝch ph©n 

𝐼௡ = ∑ 𝑓(𝑥௜ , 𝑦௜ , 𝑧௜)𝛥𝑉௜
௡
௜ୀଵ . 

NÕu khi 𝑛 → ∞ sao cho 𝑚𝑎𝑥 𝑑 (𝛺௜) → 0 ( trong ®ã 𝑑(𝛺௜) ký hiÖu ®­êng kÝnh 
cña 𝛺௜, ®ã lµ kho¶ng c¸ch lín nhÊt cña hai ®iÓm bÊt kú  thuéc 𝛺௜) mµ 𝐼௡dÇn tíi 
mét giíi h¹n h÷u h¹n I kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chia miÒn 𝛺vµ c¸ch lÊy ®iÓm 
𝑀௜ trong mçi miÒn nhá  𝛺௜, th× giíi h¹n ®ã ®­îc gäi lµ tÝch ph©n béi ba cña hµm 
sè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) trong miÒn 𝛺 vµ ký hiÖu  ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉

ఆ
.  

        z      S            

 
 
 
 

       O                                  y 
x                          D 
 

                 H×nh 2.15  
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Nh­ vËy  





n

i
iiii

d
VzyxfdVzyxf

i 10)(max
),,(lim),,( .                         (1)                                           

NÕu tÝch ph©n (1) tån t¹i th× ta nãi hµm sè  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) kh¶ tÝch trong miÒn 𝛺.  
Khi tÝch ph©n béi ba tån t¹i th× kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chia miÒn 𝛺 thµnh 

c¸c miÒn nhá, nªn ta cã thÓ chia 𝛺 b»ng c¸c mÆt ph¼ng song song víi c¸c mÆt 
ph¼ng täa ®é, do ®ã 𝛥𝑉 = 𝛥𝑥. 𝛥𝑦. 𝛥𝑧 vµ ta cã thÓ thay 𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,nªn  

          ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
ఆ

= ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
ఆ

𝑑𝑧.                                    (2)                  

+Ng­êi ta chøng minh ®­îc r»ng nÕu hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) liªn tôc trong miÒn 
®ãng vµ giíi néi 𝛺 th× nã kh¶ tÝch trong miÒn ®ã. 

+TÝch ph©n béi ba còng cã c¸c tÝnh chÊt t­¬ng tù nh­ tÝch ph©n kÐp. 
2.2.2. C¸ch tÝnh tÝch ph©n béi ba trong hÖ täa ®é ®Ò c¸c 
Cho miÒn 𝛺 ®­îc giíi h¹n bëi c¸c mÆt 𝑧 = 𝑧ଵ(𝑥, 𝑦) vµ 𝑧 = 𝑧ଶ(𝑥, 𝑦), (𝑧ଵ(𝑥, 𝑦) ≤

𝑧ଶ(𝑥, 𝑦)) trong ®ã c¸c hµm 𝑧ଵ(𝑥, 𝑦), 𝑧ଶ(𝑥, 𝑦) lµ nh÷ng hµm sè liªn tôc trong  miÒn 
D; D lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña miÒn 𝛺 lªn mÆt ph¼ng 𝑂𝑥𝑦.  

Ta cã  

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
ఆ

𝑑𝑧 = ∬ ቀ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
௭మ(௫,௬)

௭భ(௫,௬)
ቁ

஽
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

 ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
஽ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

௭మ(௫,௬)

௭భ(௫,௬)
. 

Còng nh­ tÝnh tÝch ph©n kÐp, khi tÝnh theo 𝑧 th× ta coi 𝑥, 𝑦 lµ h»ng sè vµ dÉn 
®Õn tÝch ph©n kÐp trªn miÒn D . Ch¼ng h¹n miÒn D ®­îc x¸c ®Þnh bëi  

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,    𝑦ଵ(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑦ଶ(𝑥) 
th×  

        ම 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
ఆ

𝑑𝑧 = න 𝑑𝑥
௕

௔

න 𝑑𝑦
௬మ(௫)

௬భ(௫)

න 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
௭మ(௫,௬)

௭భ(௫,௬)

.               (3) 

VÝ dô 1. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭
ௗ௫ௗ௬ௗ௭

(ଵା௫ା௬ା௭)యఆ
, trong ®ã  𝛺 lµ miÒn ®­îc giíi h¹n 

bëi mÆt   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 vµ c¸c mÆt ph¼ng täa ®é 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0 . 

VÝ dô 2. (20232)TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭
ௗ௫ௗ௬ௗ௭

ଵା௭ళఆ
, trong ®ã  𝛺 lµ miÒn  

𝛺 = ൛(𝑥, 𝑦, 𝑧)| 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥, √𝑥
య

≤ 𝑧 ≤ 1ൟ 
VÝ dô 3. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ఆ
, trong ®ã 𝛺 lµ miÒn ®­îc giíi 

h¹n bëi c¸c mÆt 2𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ, 𝑧 = 2 . 
VÝ dô 4. (B26) TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭ 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ఆ
, 𝛺 lµ miÒn ®­îc giíi h¹n bëi c¸c 

mÆt 𝑦 + 𝑧 = 1, 𝑦 = 𝑥ଶ, 𝑧 = 0. 
2.2.3. §æi biÕn sè trong tÝch ph©n béi ba  
a) §æi biÕn sè trong tÝch ph©n béi ba  
XÐt tÝch ph©n      ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦  𝑑𝑧,                                                     (4) 

trong ®ã hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) liªn tôc trong miÒn 𝛺.  



BÀI GIẢNG GIẢI TÍCH 2 -NHÓM NGÀNH  1          GV NGUYỄN ĐÌNH BÌNH 

24 

Thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn sè 
             𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤).                           

Gi¶ sö : 
1) C¸c hµm sè 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤) cïng c¸c ®¹o 

hµm riªng cÊp mét cña nã liªn tôc trong miÒn ®ãng 𝛺′ cña kh«ng gian O’𝑢𝑣𝑤. 
2) C¸c hµm sè 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤) x¸c ®Þnh sù 

t­¬ng øng  mét-mét (song ¸nh) gi÷a c¸c ®iÓm cña miÒn 𝛺 cña kh«ng gian  
Oxyz vµ c¸c ®iÓm cña miÒn 𝛺′ cña kh«ng gian  O’𝑢𝑣𝑤  

3) §Þnh thøc Jacobi 𝐽 =
஽(௫,௬,௭)

஽(௨,௩,௪)
= ተ

ተ

డ௫

డ௨

డ௫

డ௩

డ௫

డ௪
డ௬

డ௨

డ௬

డ௩

డ௬

డ௪
డ௭

డ௨

డ௭

డ௩

డ௭

డ௪

ተ
ተ ≠ 0 trong miÒn 𝛺′. 

 Khi ®ã tÝch ph©n (4) ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

ම 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
ఆ

𝑑𝑧 = ම 𝑓൫𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)൯|𝐽|𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤.    (5)
ఆᇱ

 

VÝ dô 1. (B27) TÝnh  𝐼 = ∭ (𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 2𝑦 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
ఆ

, trong ®ã 𝛺 lµ 

miÒn ®­îc x¸c ®Þnh bëi 0 ≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ 1, 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 + 2, 𝑧 + 1 ≤ 𝑥 + 2𝑦 ≤ 𝑧 + 3. 
b) TÝch ph©n béi ba trong hÖ täa ®é trô 
§iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) trong kh«ng gian  𝑂𝑥𝑦𝑧 cã täa ®é trô lµ (𝑟, 𝜑, 𝑧), trong ®ã 

(𝑟, 𝜑) lµ täa ®é cùc cña ®iÓm 𝑀′(𝑥, 𝑦) h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm M lªn 
mÆt ph¼ng 𝑂𝑥𝑦 (H×nh 2.16).  

 
 
 
 
 
 
 
C«ng thøc liªn hÖ gi÷a täa ®é ®Ò c¸c vµ täa ®é trô lµ 

ቊ
𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝑧 = 𝑧
   víi     ൝

0 ≤ 𝜑 < 2𝜋
0 ≤ 𝑟 < +∞

−∞ < 𝑧 < +∞
                     (6) 

  §Þnh thøc Jacobi cña phÐp biÕn ®æi trªn lµ 𝐽 = 𝑟. Khi ®ã ta cã 
∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

ஐ
𝑑𝑧 = ∭ 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑 , 𝑧)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝑧

ஐᇱ
. 

VÝ dô 2. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭ 𝑧ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
ఆ

, trong ®ã 𝛺 lµ miÒn ®­îc 

giíi h¹n bëi mÆt trô  𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑥 vµ c¸c mÆt ph¼ng 𝑧 = 𝑎, 𝑧 = 0, 𝑎 > 0. 
VÝ dô 3. (20222)TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭ 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

௏
, trong ®ã 𝑉 lµ vật thể bị chặn 

bëi c¸c mÆt 𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 1, 𝑧 = ඥ1 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ . 

                z 
              z 
                                 
                               M 
                         
                O    r                y 
 x                         M’ 
         H×nh 2.16  
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VÝ dô 4. (20242)TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭ (𝑥ଶ + 2𝑦ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
௏

, trong ®ã 𝑉 lµ miền 

phía trong mặt cầu  𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 4  và mặt trụ   𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 3 . 
VÝ dô 5. (B28) TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ఆ
, trong ®ã 𝛺 lµ miÒn ®­îc 

giíi h¹n bëi c¸c mÆt 2𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ, 𝑧 = 2. 
c) TÝch ph©n béi ba trong hÖ täa ®é cÇu 
§iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) trong kh«ng gian O𝑥𝑦𝑧 cã täa ®é cÇu lµ (𝜌, 𝜑, 𝜃), trong ®ã 

𝜌 lµ ®é dµi cña vÐc t¬ 𝑂𝑀
ሱ⎯ሮ

 ; 𝜑 lµ gãc gi÷a chiÒu d­¬ng cña trôc O𝑥 vµ 𝑂𝑀′
ሱ⎯⎯ሮ

 (M’ 
lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M lªn mÆt ph¼ng O𝑥𝑦); 𝜃  lµ gãc gi÷a chiÒu d­¬ng 

cña trôc O𝑧 vµ 𝑂𝑀
ሱ⎯ሮ

 (H×nh 2.17). 
 
 
 
 
 

 
 
C«ng thøc liªn hÖ gi÷a täa ®é ®Ò c¸c vµ täa ®é cÇu lµ 

൝

𝑥 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑦 = 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜃           

   víi     ൝
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

0 ≤ 𝜌 < +∞.
                             (7) 

 b»ng phÐp biÕn ®æi trªn th× ®Þnh thøc Jacobi lµ 𝐽 = 𝜌ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝜃. Khi ®ã ta cã 
∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

ஐ
𝑑𝑧 =

∭ 𝑓(𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜃)𝜌ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜑𝑑𝜌𝑑𝜃
ஐᇱ

.   (8) 

VÝ dô 6. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭ 𝑥𝑦𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
ఆ

, trong ®ã 𝛺 lµ miÒn ®­îc giíi h¹n 

bëi mÆt cÇu  𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 1 vµ c¸c mÆt ph¼ng täa ®é 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, (trong 
gãc phÇn t¸m thø nhÊt). 

VÝ dô 7. (20243) TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∭ 𝑧ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
ఆ

, trong ®ã 𝛺 lµ nửa 

khối elipxoit   ௫మା௬మ

ସ
+

௭మ

ଽ
≤ 1, 𝑧 ≥ 0. 

VÝ dô 8.(B29) TÝnh 𝐼 = ∭ ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
ఆ

, 𝛺  lµ miÒn giíi h¹n bëi  mÆt cÇu 

𝑧 = ඥ1 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ vµ  mÆt nãn 𝑧 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ. 
Chó ý. VÝ dô 8 cã thÓ gi¶i b»ng c¸ch ®æi biÕn sang hÖ täa ®é cầu hoặc hÖ täa ®é trụ. 
2.2.4. Ứng dông cña tÝch ph©n béi ba  
a) TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ 
ThÓ tÝch V cña vËt thÓ chiÕm miÒn 𝛺 trong kh«ng gian lµ 

𝑉 = ම 𝑑𝑥𝑑𝑦
ఆ

𝑑𝑧. 

            z 
                            M 
             

                  𝜃 𝜌            
        
               O                  y 
  x          𝜑            M’        
         Hinh 2.17   
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VÝ dô 1.(20233) TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ 𝑉 ®­îc giíi h¹n bëi  
0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥𝑦. 

VÝ dô 2. (20232) TÝnh thÓ tÝch phần hình cầu 𝛺: 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ≤ 4  n»m trong mÆt 

nãn  𝑧 = ඥ3(𝑥ଶ + 𝑦ଶ) . 
VÝ dô 3. (B31) TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ 𝛺  ®­îc giíi h¹n bëi mÆt trô  𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 4 

vµ c¸c mÆt ph¼ng 𝑥 + 𝑧 = 2, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0 (trong gãc phÇn t¸m thø nhÊt)  

VÝ dô 4. (B32) TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ 𝛺  n»m gi÷a mÆt nãn  𝑧 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ   vµ 
mÆt paraboloit 𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ . 

b) TÝnh khèi l­îng (tham khảo) 
NÕu 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) lµ khèi l­îng riªng cña vËt thÓ 𝛺 t¹i ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) th× khèi 

l­îng cña vËt thÓ ®ã lµ    

𝑚 = ම 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
ఆ

𝑑𝑧. 

VÝ dô 5.(B33) TÝnh khèi l­îng cña h×nh lËp ph­¬ng  𝛺: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎,  
0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎 biÕt mËt ®é t¹i ®iÓm (𝑥, 𝑦, 𝑧) lµ 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧. 

Bài tập: 
1. (20201)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∭ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ఆ
, trong ®ã 𝛺 lµ miÒn ®­îc 

giíi h¹n bëi mÆt cÇu  𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ≤ 9, ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 𝑧 . 

2. (20192)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∭ ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
ఆ

, trong ®ã 𝛺 lµ miÒn 

®­îc giíi h¹n bëi   𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ≤ 4, 𝑧 ≥ 0 . 

3. (2019)  TÝnh 𝐼 = ∭
ௗ௫ௗ௬ௗ௭

√ଶ௫ା௭మାଵ௏
,  𝑉 lµ miÒn giíi h¹n bëi  0≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥,

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧  
4. (20192)  TÝnh  𝐼 = ∭ (𝑧 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ఆ
, 𝛺 lµ miÒn ®­îc giíi h¹n bëi  𝑥ଶ +

𝑦ଶ + 𝑧ଶ ≤ 2𝑧. 

5. (20192)  TÝnh  𝐼 = ∭
ௗ௫ௗ௬ௗ௭

௫మା௬మାଶ௏
 ,  𝑉 lµ miÒn ®­îc giíi h¹n bëi  

ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 1 ≤ 𝑧 ≤ 1 . 
6. (20182)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∭ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

௏
, V lµ miÒn ®­îc giíi h¹n bëi   

(𝑥 + 2𝑦)ଶ + 4𝑧ଶ = 1 trong góc phần tám thứ nhất và các mặt phẳng tọa độ. 

7. (20182)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∭ 𝑥ඥ𝑦ଶ + 𝑧ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
௏

, V lµ miÒn ®­îc giíi h¹n 

bëi   𝑦ଶ + 𝑧ଶ ≤ 𝑥ଶ + 1,    0 ≤ 𝑥 ≤ √3 t. 
8. (20173)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∭ 𝑧ଶ𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ఆ
 , 𝛺 lµ khối cÇu  𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ≤ 4. 

9. (20172)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∭ 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
௏

 , V lµ miền thỏa mãn  𝑥ଶ + 𝑦ଶ +

𝑧ଶ − 2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 ≤ −2. 
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Chương 3  
TÍCH PHÂN PHỤ THUỘC THAM SỐ 

 
3.1. Tích phân xác định phụ thuộc tham số  
3.1.1 Định nghĩa 

Xét tích phân xác định phụ thuộc tham số: 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
௕

௔
  trong đó 𝑓(𝑥, 𝑦) 

khả  tích theo 𝑥 trên [a, b] với mỗi 𝑦 ∈  [𝑐, 𝑑]. Rõ ràng tích phân ấy phụ thuộc 𝑦. 
3.1.2 Các tính chất của tích phân xác định phụ thuộc tham số. 
a) Tính liên tục 
Định lý  1. Nếu 𝑓(𝑥, 𝑦) là hàm số liên tục trên [𝑎, 𝑏]  ×  [𝑐, 𝑑] thì 𝐼 (𝑦) là hàm số 

liên tục trên [𝑐, 𝑑]. Tức là:   

lim
௬→௬బ

𝐼(𝑦) = 𝐼(𝑦଴)  ↔  lim
௬→௬బ

න 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = න 𝑓(𝑥, 𝑦଴)𝑑𝑥.

௕

௔

௕

௔

 

b) Tính khả vi 
Định lý  2. Giả sử với mỗi 𝑦 ∈  [𝑐, 𝑑], 𝑓(𝑥, 𝑦) là hàm số liên tục theo 𝑥 𝑡𝑟ê𝑛 [𝑎, 𝑏] 

và 𝑓′௬(𝑥, 𝑦) là hàm số liên tục trên  [𝑎, 𝑏]  ×  [𝑐, 𝑑] thì 𝐼 (𝑦) là hàm số khả vi trên 
(𝑐, 𝑑) và  

𝐼ᇱ(𝑦) = න 𝑓′௬(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

௕

௔

 

hay nói cách khác  ta có thể đưa dấu đạo hàm vào trong tích phân. 
c) Tính khả tích 
Định lý  3. Nếu 𝑓(𝑥, 𝑦) là hàm số liên tục trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì  𝐼 (𝑦)là hàm số 

khả tích trên [𝑐, 𝑑]  và: 

න 𝐼(𝑦)𝑑𝑦

ௗ

௖

= න ቌන 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

௕

௔

ቍ 𝑑𝑦 =

ௗ

௖

න ቌන 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

ௗ

௖

ቍ 𝑑𝑥

௕

௔

. 

Ví dụ 1. Khảo sát sự liên tục của tích phân  𝐼(𝑦) = ∫
௬௙(௫)

௫మା௬మ 𝑑𝑥
ଵ

଴
, với  𝑓(𝑥) là hàm 

số dương, liên tục trên [0, 1] . 

Ví dụ 2. Xét tính liên tục của hàm số   𝐼(𝑦) = ∫
௬మି௫మ

(௫మା௬మ)మ 𝑑𝑥
ଵ

଴
. 

Ví dụ 3. Cho hàm số  𝐼 (𝑦) = ∫ ඥ𝑥ସ + 𝑥ଶ + 𝑦ସ𝑑𝑥
ଵ

ିଵ
 , Xét tính liên tục của 𝐼 (𝑦). 

Từ đó tìm giới hạn  lim
௬→଴

𝐼 (𝑦). 

Ví dụ 4. Tính tích phân   𝐼 = ∫ ln (1 +  y sinଶ 𝑥) 𝑑𝑥
ఛ/ଶ

଴
,   với 𝑦 >  1. 
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Ví dụ 5. Tính tích phân  𝐼௡(𝛼) = ∫ 𝑥ఈ𝑙𝑛௡𝑥𝑑𝑥
ଵ

଴
, n là số nguyên dương. 

Lời giải. – Với mỗi α > 0, hàm số  𝑓௡ (𝑥, 𝛼) = 𝑥ఈ𝑙𝑛௡𝑥 , 𝑛 =  0, 1, 2, . .. liên tục 
theo 𝑥 trên [0, 1];  

– Vì lim
௫→଴శ

𝑥ఈ𝑙𝑛௡ାଵ𝑥 = 0  nên   డ௙೙ (௫,ఈ)

డ∝
= 𝑥ఈ𝑙𝑛௡ାଵ𝑥  liên tục trên [0, 1]  ×

 (0, +∞). 
Nghĩa là hàm số 𝑓௡ (𝑥, 𝛼) = 𝑥ఈ𝑙𝑛௡𝑥 thoả mãn các điều kiện của Định lý  nên: 

𝐼′௡ିଵ(𝛼) = න 𝑥ఈ𝑙𝑛௡ିଵ𝑥𝑑𝑥 = න
𝑑

𝑑𝛼
(𝑥ఈ𝑙𝑛௡ିଵ𝑥)𝑑𝑥

ଵ

଴

ଵ

଴

= න 𝑥ఈ𝑙𝑛௡𝑥𝑑𝑥

ଵ

଴

= 𝐼௡(𝛼) 

Tương tự:  𝐼′௡ିଶ = 𝐼௡ିଵ, . . , 𝐼′ଵ = 𝐼′଴ , => 𝐼௡(𝛼) = ൫𝐼଴(𝛼)൯
(௡)

.  

Mà 𝐼଴(𝛼) = ∫ 𝑥ఈ𝑑𝑥 =
ଵ

ఈାଵ

ଵ

଴
  => 𝐼௡(𝛼) = ቀ

ଵ

ఈାଵ
ቁ

(௡)

=
(ିଵ)೙௡!

(ఈାଵ)೙శభ. 

3.1.3 Tính chất của tích phân phụ thuộc tham số với cận biến đổi. 
Xét tích phân phụ thuộc tham số với cận biến đổi 

𝐽(𝑦) = න 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥,

௕(௬)

௔(௬)

  𝑦 ∈  [𝑐, 𝑑];  𝑎 ≤  𝑎 (𝑦), 𝑏 (𝑦) ≤  𝑏 ∀𝑦 ∈  [𝑐, 𝑑]. 

a) Tính liên tục 
Định lý  4. Nếu hàm số 𝑓(𝑥, 𝑦) liên tục trên [𝑎, 𝑏]  ×  [𝑐, 𝑑], các hàm số 

𝑎 (𝑦) , 𝑏 (𝑦) liên tục trên [c, d] và thoả mãn điều kiện  𝑎 ≤  𝑎 (𝑦), 𝑏 (𝑦) ≤  𝑏,

∀𝑦 ∈  [𝑐, 𝑑] thì 𝐽(𝑦) là một hàm số liên tục đối với 𝑦 trên [c, d] . 
b) Tính khả vi 
Định lý  5. Nếu hàm số 𝑓(𝑥, 𝑦) liên tục trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], 𝑓′௬(𝑥, 𝑦) liên tục trên 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 𝑎 (𝑦), 𝑏 (𝑦)  khả vi trên  [𝑐, 𝑑] và thoả mãn điều kiện 𝑎 ≤ 𝑎 (𝑦),

𝑏 (𝑦)  ≤  𝑏 ∀𝑦 ∈  [𝑐, 𝑑] thì 𝐽 (𝑦) là một hàm số khả vi đối với 𝑦 trên [𝑐, 𝑑], và ta 
có: 

𝐽ᇱ(𝑦) = න  𝑓ᇱ
௬

(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

௕(௬)

௔(௬)

+ 𝑓(𝑏(𝑦), 𝑦). 𝑏ᇱ
௬(𝑦) − 𝑓(𝑎(𝑦), 𝑦). 𝑎ᇱ

௬(𝑦).       

Ví dụ 1. Tìm lim
௬→଴

∫
ௗ௫

ଵା௫మା௬మ

ଵା௬

௬
 . 

Ví dụ 2. Tìm giới hạn  lim
௬→଴

∫ sin(𝑥ଶ𝑦 + 2𝑥 + 𝑦ଶ) 𝑑𝑥
ഏ

మ
௬

. 

Ví dụ 3. Cho 𝐼(𝑦) = ∫ sin(𝑥ଶ + 𝑥𝑦 + 𝑦ଶ) 𝑑𝑥
ଵ

௬
. Tính  𝐼′(0). 

Ví dụ 4. Cho hàm số   𝐼(𝑦) = ∫
୪୬ (ଵା௫௬)

ଵା௫మ 𝑑𝑥
௬

଴
. Tính  𝐼′(1). 
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Ví dụ 5. Cho 𝐼(𝑦) = ∫ ln (1 − 𝑦𝑐𝑜𝑠ଶ𝑥)𝑑𝑥
ഏ

మ
଴

. Chứng minh 𝐼(𝑦) khả vi  với  𝑦 < 1, 

tính  𝐼′(−1). 

Ví dụ 6. Tìm giới hạn  lim
௬→଴

∫
ଵ

ଷାଶ௫௬మା௫మ 𝑑𝑥
௖௢௦య௬

ୱ୧୬ ௬
. 

Ví dụ 7. Khảo sát tính liên tục và khả vi của 𝐼(𝑦) = ∫
ௗ௫

௫మା௬మ

ଵ

଴
 . 

3.2. Tích phân suy rộng phụ thuộc tham số 
3.2.1 Các tính chất của tích phân suy rộng phụ thuộc tham số. 

Xét tích phân suy rộng phụ thuộc tham số  𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
, y ∈  [𝑐, 𝑑]. 

Các kết quả dưới đây tuy phát biểu đối với tích phân suy rộng loại II (có cận vô 
cùng) nhưng đều có thể áp dụng một cách thích hợp cho trường hợp tích phân suy 
rộng loại I (có hàm dưới dấu tích phân không bị chặn). 

a)  Định nghĩa 
Ta nói:  

+Tích phân suy rộng 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
 hội tụ đối với  𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] nếu 

𝑙𝑖𝑚
௕→ାஶ

𝐼௕(𝑦) = 𝐼(𝑦),  trong đó 𝐼௕(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥, 𝑏 > 𝑎
௕

௔
. Tức là: 

∀𝜀 > 0, ∃𝐵 > 0 𝑠𝑎𝑜 𝑐ℎ𝑜 𝑏 > 𝐵 => |𝐼(𝑦) − 𝐼௕(𝑦)| < 𝜀  ℎ𝑎𝑦 ቮන 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

ାஶ

௕

ቮ < 𝜀 

(Nói chung số 𝐵 phụ thuộc 𝜀 𝑣à 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]). 

+Tích phân suy rộng 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
 hội tụ đều đối với 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] nếu 

∀𝜀 > 0, ∃𝐵 > 0,  số 𝐵 chỉ phụ thuộc 𝜀,(không phụ thuộc 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]) sao cho 𝑏 >

𝐵 =>  ห∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௕
ห < 𝜀 với 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] 

b) Tiêu chuẩn hội tụ Weierstrass 
Định lý  6. Nếu  | 𝑓 (𝑥, 𝑦)|  ≤  𝑔 (𝑥)   ∀ (𝑥, 𝑦)  ∈  [𝑎, +∞)  ×  [𝑐, 𝑑] và nếu tích 

phân suy rộng 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
ାஶ

௔
 hội tụ, thì TP suy rộng 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

ାஶ

௔
 

hội tụ đều đối với  𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]. 

Ví dụ 1. ∫
௖௢௦(௬௫)

ଵା௫మା௬మ

ାஶ

଴
𝑑𝑥 hội tụ đều với  ∀𝑦 ∈ 𝑹, vì  ቚ ௖௢௦(௬௫)

ଵା௫మା௬మቚ ≤
ଵ

ଵା௫మ với  ∀𝑦 ∈ 𝑹 

và ∫
ଵ

ଵା௫మ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
 hội tụ. 

c) Tính liên tục 
Định lý  7. Nếu hàm số 𝑓 (𝑥, 𝑦) liên tục trên [𝑎, +∞)  ×  [𝑐, 𝑑] và nếu tích phân 

suy rộng 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
 hội tụ đều đối với 𝑦 ∈  [𝑐, 𝑑] thì 𝐼 (𝑦) là một hàm 

số liên tục trên [𝑐, 𝑑]. 
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d) Tính khả vi 
Định lý  8. Giả sử hàm số 𝑓(𝑥, 𝑦) xác định trên [𝑎, +∞) × [𝑐, 𝑑]  sao cho với mỗi 

𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], hàm số 𝑓(𝑥, 𝑦) liên tục đối với 𝑥 𝑡𝑟ê𝑛 [𝑎, +∞)  và 𝑓′௬(𝑥, 𝑦) liên tục trên 

[𝑎, +∞) × [𝑐, 𝑑]. Nếu tích phân suy rộng 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
  hội tụ và 

∫ 𝑓′௬(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
 hội tụ đều đối với 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] thì 𝐼(𝑦) là hàm số khả vi trên [𝑐, 𝑑] và  

𝐼ᇱ(𝑦) = න 𝑓ᇱ
௬

(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

ାஶ

௔

. 

e) Tính khả tích 
Định lý  9. Nếu hàm số  𝑓(𝑥, 𝑦)  liên tục trên [𝑎, +∞) × [𝑐, 𝑑] và nếu tích phân 

suy rộng 𝐼(𝑦) hội tụ đều đối với 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] thì 𝐼(𝑦) là hàm số khả tích trên [𝑐, 𝑑] 
và ta có thể đổi thứ tự lấy tích phân theo công thức: 

න 𝐼(𝑦)𝑑𝑦

ௗ

௖

= න ቌන 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

ାஶ

௔

ቍ 𝑑𝑦 =

ௗ

௖

න ቌන 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

ௗ

௖

ቍ 𝑑𝑥.

ାஶ

௔

 

Ví dụ 2. Cho hàm số   𝐼(𝑦) = ∫
ୱ୧୬(௫లାଷ௬ାଶ)

ଵା௫లା௬మ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
.  Chứng minh hàm số 𝐼(𝑦) 

liên tục và khả vi  trên R. 
3.2.2 Các dạng chính tính tích phân suy rộng 
Dạng 1. Tính tích phân suy rộng phụ thuộc tham số bằng cách đổi thứ tự lấy tích phân 

Giả sử cần tính 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
: 

Bước 1. Biểu diễn 𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ௗ

௖
; 

Bước 2. Sử dụng tính chất đổi thứ tự lấy tích phân: 

𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
= ∫ ቀ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

ௗ

௖
ቁ 𝑑𝑥

ାஶ

௔
= ∫ ൫∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

ାஶ

௔
൯𝑑𝑦

ௗ

௖
. 

Chú ý: Phải kiểm tra điều kiện đổi thứ tự lấy tích phân trong Định lý  đối với tích 
phân suy rộng hàm số 𝐹(𝑥, 𝑦).  

Ví dụ 1. Tính các tích phân sau: 

a) ∫
௘షೌೣି௘ష್ೣ

௫
𝑑𝑥,   a, b > 0

ାஶ

଴
 ; 

b) ∫
௘షೌೣమ

ି௘ష್ೣమ

௫మ 𝑑𝑥,   a, b > 0
ାஶ

଴
; 

c) 𝐼 = ∫ 𝑒ି௔௫ ௦௜௡௕௫ି௦௜௡௖௫

௫
𝑑𝑥,   a, b, c > 0

ାஶ

଴
; 

d) ∫
௫್ି௫ೌ

௟௡௫
𝑑𝑥, 0 < a < b

ଵ

଴
 ; 

e)  ∫
௘షೣିଷషೣ

௫
𝑑𝑥.

ାஶ

଴
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Ví dụ 2. Dùng phương pháp lấy đạo hàm dưới dấu tích phân, tính ∫
ଷ೟ೣିଵ

௫ଽೣ 𝑑𝑥, (𝑡 < 2).
ାஶ

଴
 

Ví dụ 3. Tính ∫
௘షೌೣమ

ି௘ష್ೣమ

௫
𝑑𝑥, 𝑎, 𝑏 > 0   

ାஶ

଴
. 

Dạng 2. Tính tích phân bằng cách đạo hàm qua dấu tích phân. 

Giả sử cần tính 𝐼(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
: 

Bước 1. Tính 𝐼′(𝑦) bằng cách 𝐼′(𝑦) = ∫ 𝑓௬′(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

௔
; 

Bước 2. Dùng công thức Newton-Leibniz để khôi phục lại 𝐼(𝑦)bằng cách  
𝐼(𝑦) = ∫ 𝐼′(𝑦)𝑑𝑦. 

Chú ý: Phải kiểm tra điều kiện chuyển dấu đạo hàm qua tích phân trong Định lý.  

Ví dụ 4. Chứng minh rằng tích phân 𝐼(𝑦) = ∫
ୟ୰ୡ୲ୟ୬(୶ା୷)

ଵା௫మ 𝑑𝑥
ାஶ

ିஶ
, là một hàm số 

liên tục khả vi với biến 𝑦. Tính 𝐼′(𝑦) rồi suy ra biểu thức của 𝐼(𝑦). 
Ví dụ 5. Tính các tích phân sau: 

a) ∫
௫್ି௫ೌ

௟௡௫
𝑑𝑥, 0 < 𝑎 < 𝑏

ଵ

଴
; 

b) ∫
௘షೌೣି௘ష್ೣ

௫
𝑑𝑥,   𝑎, 𝑏 > 0

ାஶ

଴
; 

c)     ∫
௘షೌೣమ

ି௘ష್ೣమ

௫మ 𝑑𝑥,   𝑎, 𝑏 > 0
ାஶ

଴
. 

Ví dụ 6. Tính tích phân   ∫
ௗ௫

(௫మା௬)೙శభ 
ାஶ

଴
. 

Giải. Đặt 𝐼௡(𝑦) = ∫
ௗ௫

(௫మା௬)೙శభ

ାஶ

଴
;   𝑓௡ (𝑥, 𝑦) =

ଵ

(௫మା௬)೙శభ Khi đó: 

൫𝐼௡ିଵ(𝑦)൯′௬ = ቂ∫
ௗ௫

(௫మା௬)೙

ାஶ

଴
ቃ

′
𝑦

= −𝑛 ∫
ௗ௫

(௫మା௬)೙శభ

ାஶ

଴
= 𝑛. 𝐼௡(𝑦) => 𝐼௡ =

ିଵ

௡
. 𝐼௡ିଵ′ 

Tương tự, 𝐼௡ିଵ =
ିଵ

௡ିଵ
. 𝐼௡ିଶ′, 𝐼௡ିଶ =

ିଵ

௡ିଶ
. 𝐼௡ିଷ′,.... , 𝐼ଵ =

ିଵ

ଵ
. 𝐼଴′, Do đó  

𝐼௡(𝑦) =
(−1)௡

𝑛!
. ൫𝐼଴(𝑦)൯

(௡)
. 

Mà 𝐼଴(𝑦) = ∫
ௗ௫

௫మା௬

ାஶ

଴
=

ଵ

√௬
arctan

ଵ

√௬
ቔ
+∞

0
=

గ

ଶ√௬
, Nên 𝐼௡(𝑦) =

గ

ଶ

(ଶ௡ିଵ)‼

(ଶ௡)!!
.

ଵ

ඥ௬మ೙షభ
 

Vấn đề còn lại là việc kiểm tra điều kiện chuyển đạo hàm qua dấu tích phân. 

Ví dụ 7. Tính tích phân  ∫ 𝑒ି௔௫ ௦௜௡௕௫ି௦௜௡௖

௫
𝑑𝑥,   𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0

ାஶ

଴
. 

Giải. Đặt 𝐼 (𝑏)  = ∫ 𝑒ି௔௫ ௦௜௡௕௫ି௦௜௡௖

௫
𝑑𝑥,

ାஶ

଴
      𝑓 (𝑥, 𝑏) = 𝑒ି௔௫ ௦௜௡௕௫ି௦௜௡௖௫

௫
 

Ta có: 

• 𝑓 (𝑥, 𝑏)  = 𝑒ି௔௫ ௦௜௡௕௫ି௦௜௡௖

௫
 liên tục theo x trên [0, +∞) với mỗi 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0. 

• 𝑓′௕(𝑥, 𝑏) = −𝑒ି௔ 𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥    liên tục trên [0, +∞) × (0, +∞). 
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•   ∫ 𝑓ᇱ
௕

(𝑥, 𝑏) dx =
ାஶ

଴ ∫ −𝑒ି௔௫𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥𝑑𝑥 
ାஶ

଴
=  ቀ

ି௔

௔మା௕మ 𝑒ି௔௫𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥 +

                                                                              +
௕

௔మା௕మ 𝑒ି௔௫𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥ቁ ቔ
+∞

0
=

௔

௔మା௕మ 

hội tụ đều theo b trên mỗi [0, +∞) theo Ɵêu chuẩn Weierstrass, thật vậy, 

|𝑒ି௔௫𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥|  ≤  𝑒ି௔௫మ
,    mà ∫ −𝑒ି ௔௫మ

dx
ାஶ

଴
 hội tụ. 

Do đó  

𝐼′ (𝑏) = ∫  𝑓′௕ (𝑥, 𝑏)dx =
ାஶ

଴

௔

௔మା௕మ
=>𝐼 (𝑏) = ∫ 𝐼ᇱ(𝑏)𝑑𝑏 = ∫

௔

௔మା௕మ
𝑑𝑏 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

௕

௔
+ 𝐶 

Mặt khác  𝐼 (𝑐) = 0   nên  𝐶 = −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
௖

௔
  và do đó 𝐼 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

௕

௔
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

௖

௔
  . 

Ví dụ 8. Tính tích phân ∫ 𝑒ି௫మ
cos (𝑦𝑥)𝑑𝑥

ାஶ

଴
. 

Lời giải. Đặt 𝐼 (𝑦) = ∫ 𝑒ି௫మ
cos(𝑦𝑥) 𝑑𝑥,   

ାஶ

଴
 𝑓 (𝑥, y)  = 𝑒ି௫మ

cos (𝑦𝑥). Ta có: 

•  𝑓 (𝑥, y)  = 𝑒ି௫మ
cos (𝑦𝑥) liên tục  trên [0, +∞) × (0, +∞). 

• 𝑓′௬(𝑥, 𝑦) = −𝑥𝑒ି௫మ
sin (𝑦𝑥)    liên tục trên [0, +∞) × (0, +∞). 

• ∫ 𝑓′௬(𝑥, 𝑦)dx =
ାஶ

଴ ∫ −𝑥𝑒ି௫మ
sin (𝑦𝑥)𝑑𝑥 

ାஶ

଴
=  

ଵ

ଶ
𝑒ି௫మ

sin (𝑦𝑥) ቔ
+∞

0
−

ଵ

ଶ
∫ 𝑦𝑒ି௫మ

sin(𝑦𝑥) 𝑑𝑥 
ାஶ

଴
=

ି௬

ଶ
𝐼(𝑦) hội tụ đều theo  tiêu chuẩn Weierstrass, thật 

vậy, ห𝑓′௬(𝑥, 𝑦)ห  ≤  x𝑒ି௫మ
,    mà ∫ x𝑒ି௫మ

dx =
ଵ

ଶ

ାஶ

଴
 hội tụ. 

Do đó    ூᇱ (௬)

ூ (௬)
 =

ି௬

ଶ
=> 𝐼 (𝑦) = 𝐶𝑒ି௬మ/ସ;  Mặt khác 𝐼 (0) = 0   nên  𝐶 = √௬

ଶ
 , 

Vậy 𝐼 = √௬

ଶ
𝑒ି௬మ/ସ  . 

Nhận xét: 
(1) Việc kiểm tra các điều kiện để đạo hàm qua dấu tích phân hay điều kiện đổi 

thứ tự lấy tích phân đôi khi không dễ dàng chút nào. 

(2) Các tích phân ∫ 𝑓′௔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
ାஶ

଴
  ở câu 𝑏, 𝑐, 𝑑 chỉ hội tụ đều trên khoảng 

[𝜀, +∞) với mỗi  𝜀 >  0, mà không hội tục đều trên (0, +∞). Tuy nhiên điều đó 

cũng đủ để khẳng định  rằng 𝐼′௔ = ∫ 𝑓′௔(𝑥, 𝑦)dx
ାஶ

଴
 trên (0, +∞). 

3.3. Tích phân EULER  
3.3.1 Hàm Gamma 

a) Định nghĩa:      Γ (𝑝)  = ∫ 𝑥௣ିଵ𝑒ି௫dx
ାஶ

଴
   xác định trên (0, +∞). 

b) Tính chất: 

(1) Hạ bậc: Γ(𝑝 + 1) = 𝑝Γ (𝑝),   Γ (𝛼 − 𝑛)  =  
(ିଵ)೙୻(ఈ)

(ଵିఈ)(ଶିఈ)...(௡ିఈ)
. 

   Ý nghĩa của công thức trên là để nghiên cứu 𝛤 (𝑝) ta chỉ cần nghiên cứu 𝛤 (𝑝) 
với 0 < p ≤ 1 mà thôi, còn với p > 1 chúng ta sẽ sử dụng công thức hạ bậc. 
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(2) Đặc biệt, Γ (1) = 1    nên Γ (𝑛) =  (𝑛 −  1)!,  ∀n ∈ N.  

   Γ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ = √𝜋  nên  Γ ቀ𝑛 +

ଵ

ଶ
ቁ =

(ଶ௡ିଵ)‼

ଶ೙ √𝜋. 

(3) Đạo hàm của hàm Gamma: Γ (௞)(𝑝)  = ∫ 𝑥௣ିଵ(𝑙𝑛௞𝑥). 𝑒ି௫𝑑𝑥
ାஶ

଴
 . 

(4)  Γ(𝑝). Γ (1 − 𝑝) =
గ

ୱ୧୬ ௣గ
, ∀0 < p < 1.    

Ví dụ 1. Tính các tích phân sau: 

a) ∫ 𝑥ଵ଴𝑒ି௫మ
𝑑𝑥

ାஶ

଴
; 

b) ∫
௘

షళ

ೣమ

௫మ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
; 

c) ∫ 𝑥ଶଶ𝑒 √௫
య

𝑑𝑥
଴

ିஶ
. 

3.3.2 Hàm Beta 
a) Định nghĩa. 

Dạng 1: B (𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑥௣ିଵ(1 − 𝑥)௤ିଵdx
ଵ

଴
 ; 

Dạng 2: B (𝑝, 𝑞) = ∫
௫೛షభ

(ଵା௫)೛శ೜ dx
ାஶ

଴
; 

Dạng lượng giác:   

B (𝑝, 𝑞) = 2 ∫ 𝑠𝑖𝑛ଶ௣ିଵ𝑡 𝑐𝑜𝑠ଶ௤ିଵt dt
గ/ଶ

଴
; 

B ൬
𝑚 + 1

2
,
𝑛 + 1

2
൰ = 2 න 𝑠𝑖𝑛௠𝑡 𝑐𝑜𝑠௡t dt

గ
ଶ

଴

 

b) Tính chất:  
(1) Tính đối xứng: B (𝑝, 𝑞) =  B (𝑞, p) . 
(2) Hạ bậc: 

ቐ
B (𝑝, 𝑞) =

௣ିଵ

௣ା௤ିଵ
B (𝑝 − 1, 𝑞)  𝑛ế𝑢 𝑝 > 1

B (𝑝, 𝑞) =
௤ିଵ

௣ା௤ିଵ
B (𝑝, 𝑞 − 1)  𝑛ế𝑢 𝑞 > 1

. 

Ý nghĩa của công thức trên ở chỗ muốn nghiên cứu hàm bêta ta chỉ cần nghiên 
cứu nó trong khoảng (0, 1] × (0, 1] mà thôi. 

(3) Đặc biệt, B (1,1) = 1 nên 

ቐ
B (𝑚, 𝑛) =

 (௠ିଵ)!(௡ିଵ)!

 (௠ା௡ିଵ)!
,   ∀𝑚, 𝑛 ∈  𝐍            

B (𝑝, 𝑛) =
 (௡ିଵ)!

(௣ା௡ିଵ)(௣ା௡ିଶ)…(௣ାଵ)௣
, ∀𝑛 ∈  𝐍.

. 

(4) Công thức liên hệ giữa hàm Bêta và Gamma: B (𝑝, 𝑞) =
୻(௣)୻(௤)

୻(௣ା௤)
. 

(5)  B (𝑝, 1 − 𝑝) =  Γ (𝑝)Γ (1 −  𝑝) =  
గ

௦௜௡௣గ
  . 
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Ví dụ 2.  Tính các tích phân   

a)  ∫ √௫
య

(ଵା௫మ)మ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
; 

b) ∫ √௫
య

(ଵା௫మ)య 𝑑𝑥
ାஶ

଴
; 

c) ∫ 𝑥଻ √1 − 𝑥ଷయ
𝑑𝑥

ଵ

଴
  (20232); 

d)  ∫
௫√௫

(ଵା௫య)మ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
   (20232). 

Ví dụ 3. Tính các tích phân   

a)  ∫
ଶషೣି௘షೣ

௫
𝑑𝑥

ାஶ

଴
  (20232); 

b)   ∫ 𝑥ସ√4 − 𝑥ଶ𝑑𝑥
ଶ

଴
  (20243). 

Ví dụ 4. Biểu thị   ∫ 𝑠𝑖𝑛௠𝑥 𝑐𝑜𝑠௡𝑥 𝑑𝑥
ഏ

మ
଴

  qua  B (𝑚, 𝑛) 

Lời giải. Đặt  sin 𝑥 =  √𝑡 ⇒  0 ≤  𝑡 ≤  1, cos 𝑥𝑑𝑥 =  
ଵ 

ଶ√௧
𝑑𝑡 

∫ 𝑠𝑖𝑛௠𝑥 𝑐𝑜𝑠௡x dx = ∫ 𝑠𝑖𝑛௠𝑥 (1 − 𝑠𝑖𝑛ଶx)
೙షభ

మ  cosx dx =
ഏ

మ
଴

ഏ

మ
଴

. 

=
ଵ

ଶ
∫ 𝑡

೘

మ  (1 − t)
೙షభ

మ  𝑡
షభ

మ  dt
ଵ

଴
=

ଵ

ଶ
B ቀ

௠ାଵ

ଶ
,

௡ାଵ

ଶ
ቁ. 

Đây chính là công thức ở dạng lượng giác của hàm Beta.  
Ví dụ 5. Tính các tích phân sau: 

a) 𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛଺𝑥 𝑐𝑜𝑠ସ𝑥 𝑑𝑥
ഏ

మ
଴

; 

b) 𝐼 = ∫ 𝑥ଶ௡ √𝑎ଶ − 𝑥ଶ  𝑑𝑥,   )𝑎 > 0) 
௔

଴
; 

c) 𝐼 = ∫
√௫

(ଵା௫మ)మ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
; 

𝑑)  𝐼 = ∫
ଵ

ଵା௫య 𝑑𝑥
ାஶ

଴
. 

Ví dụ 6. Tính các tích phân   ∫
௫೙శభ

ଵା௫೙ 𝑑𝑥,    2 < 𝑛 ∈ 𝑵
ାஶ

଴
 

Lời giải.   Đặt   𝑥௡ =  𝑡 ⇒  𝑑𝑥 =
ଵ

௡
𝑡

భ

೙
ିଵ 𝑑𝑡;  

 𝐼 = ∫
௧

భ
೙

శభ భ

೙
௧

భ
೙

షభ
 ௗ௧

(ଵା௧)మ

ାஶ

଴
=

ଵ

௡
∫

௧
మ
೙ௗ௧

(ଵା௧)మ

ାஶ

଴
= 

     = ଵ

௡
B ቀ

ଶ

௡
+ 1,1 −  

ଶ

௡
ቁ =

ଵ

௡
.

మ

೙
ቀାଵ,ଵି 

మ

೙
ቁ

ቀ 
మ

೙
ାଵቁାቀଵି 

మ

೙
ቁିଵ

B ቀ
ଶ

௡
, 1 − 

ଶ

௡
ቁ =

ଶ

௡మ

గ

ୱ୧୬(ଶ గ/௡)
. 
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Bài tập 

1. (20222)  Tính các tích phân  ∫
ଵ

ଵା௫ళ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
. 

2. (20222)  Tính các tích phân  ∫
ଵ

(ଵାସ௫మ)య 𝑑𝑥
ାஶ

଴
. 

3. (20212)  Tính các tích phân  ∫
௫ఱ

ଵା௫మబమమ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
. 

4. (20222) Tìm giới hạn  lim
௬→଴

∫ 𝑠𝑖𝑛଺(𝑥 − 𝑦)𝑐𝑜𝑠ଷ(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥
గ/ଶ

଴
. 

5. (20201) Tính các tích phân  ∫ 𝑥ହ𝑒ି௫ర
𝑑𝑥

ାஶ

଴
. 

6. (20192) Tính các tích phân  ∫
௘ೣ/ర

(ଵା௘ೣ)మ 𝑑𝑥
ାஶ

ିஶ
. 

7. (20192) Tính các tích phân  ∫
(௟௡௫)య/మ

௫ర 𝑑𝑥
ାஶ

ଵ
. 

8. (20183) Tính các tích phân  ∫ 𝑥ଷ଴𝑒ି௫మ
𝑑𝑥

ାஶ

଴
. 

9. (20183) Tính các tích phân  ∫
ଶషೣିଷషೣ

௫
𝑑𝑥

ାஶ

ଵ
. 

10. (20182) Tính các tích phân  ∫
௫మ

(ଵା௫ర)ర 𝑑𝑥
ାஶ

ିஶ
. 

11. (20182) Tính các tích phân  ∫ 𝑥଺3ି௫మ
𝑑𝑥

ାஶ

଴
. 

12. (20173) Tính các tích phân  ∫ √𝑠𝑖𝑛଻𝑥 𝑐𝑜𝑠ହ𝑥 𝑑𝑥
ഏ

మ
଴

. 

13. (20172) Tính các tích phân  ∫ 𝑥଺√1 − 𝑥ଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
. 

14. (20172) Tính các tích phân ∫
௫ర

(ଵା௫య)మ 𝑑𝑥
ାஶ

଴
. 

15. (20163) Tính các tích phân  ∫ ቀ𝑙𝑛
ଵ

௫
ቁ

ଵ଴

𝑑𝑥
ଵ

଴
. 

16. 20162) Tìm giới hạn  lim
௬→ଵ

∫
ୟ୰

௫మା௬మ 𝑑𝑥
௬

଴
. 

17. (20173) Chứng minh rằng hàm số  𝐼(𝑦) = ∫
ଷೣ௬

௫మା௬మ 
𝑑𝑥

ଵ

଴
 không liên tục tại 

𝑦 = 0. 
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Ch­¬ng  4 

TÍCH PHÂN ĐƯỜNG 
 

4.1. TÝch ph©n ®­êng lo¹i mét (Tích phân đường của trường vô hướng) 
4.1.1. §Þnh nghÜa  
Cho hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) =  )(Mf  x¸c ®Þnh trªn cung 𝐴𝐵෢ . Chia cung 𝐴𝐵෢  thµnh 

n  phÇn bëi các  ®iÓm chia 
𝐴 = 𝐴଴, 𝐴ଵ, . . . , 𝐴௡ = 𝐵 (H×nh 3.1). 

Trªn mçi cung  𝐴ప𝐴పାଵ
෣ , lÊy mét ®iÓm  𝑀௜(𝜉௜ , 𝜂௜) tïy ý vµ lËp tæng   

𝐼௡ = ෍ 𝑓(𝑀௜)𝛥𝑠௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

 

trong ®ã 𝛥𝑠௜ lµ ®é dµi cung 𝐴ప𝐴పାଵ
෣ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
NÕu khi 𝑛 → ∞ sao cho 𝑚𝑎𝑥 𝛥 𝑠௜ → 0 mµ 𝐼௡ dÇn tíi mét giíi h¹n h÷u h¹n I kh«ng 

phô thuéc vµo c¸ch chia cung  𝐴𝐵෢  vµ c¸ch lÊy ®iÓm 𝑀௜ trong mçi cung nhá 𝐴ప𝐴పାଵ
෣  

th× giíi h¹n ®ã ®­îc gäi lµ tÝch ph©n ®­êng lo¹i mét cña hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) däc cung 𝐴𝐵෢  
vµ ký hiÖu ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠

 ஺஻෢   trong ®ã 𝑑𝑠  lµ vi ph©n cung  𝐴𝐵෢ . Nh­ vËy   







1

00max
)(lim),(

n

i
ii

s
AB

sMfdsyxf
i

                           (1)                                              

NÕu tÝch ph©n (1) tån t¹i, th× ta nãi hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ tÝch trªn cung  𝐴𝐵෢ .  
Ng­êi ta chøng minh ®­îc r»ng nÕu hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) liªn tôc däc theo cung tr¬n   𝐴𝐵෢  

(cung tr¬n lµ cung cã tiÕp tuyÕn biÕn thiªn liªn tôc) th× tån t¹i tÝch ph©n 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
஺஻෢ . 

Chó ý:  
   +TÝch ph©n ®­êng lo¹i mét kh«ng phô thuéc chiÒu lÊy tÝch ph©n trªn cung  𝐴𝐵෢ .  
   +TÝch ph©n ®­êng lo¹i mét cã c¸c tÝnh chÊt t­¬ng tù  tÝch ph©n x¸c ®Þnh. 
 

 

     y 
                                           B=An 
 
 
                                     Mi    Ai+1 
                            Ai 
            A=A0 

 
O                                                 x 

                   H×nh 4.1 
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4.1.2. C¸ch tÝnh  
Cho hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) liªn tôc trªn cung  𝐴𝐵෢  tr¬n. 
1) Tr­êng hîp cung  𝑨𝑩෢  cã ph­¬ng tr×nh tham sè  𝒙 = 𝒙(𝒕), 𝒚 = 𝒚(𝒕), 𝒕𝑨 ≤ 𝒕 ≤ 𝒕𝑩. 
TÝch ph©n (1) ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

න 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 ஺஻෢

= න 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))ට𝑥′ଶ(𝑡) + 𝑦′ଶ(𝑡)
௧ಳ

௧ಲ

𝑑𝑡.                  (2) 

2) Tr­êng hîp cung  𝐴𝐵෢  cã ph­¬ng tr×nh 𝒚 = 𝒚(𝒙), 𝒂 ≤ 𝒙 ≤ 𝒃. 
TÝch ph©n (1) ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

න 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 ஺஻෢

= න 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥))ට1 + 𝑦′ଶ(𝑥)
௕

௔

𝑑𝑥.                             (3) 

VÝ dô 1.   
a)  Tính tích phân đường ∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑠

஼
, trong ®ã C lµ ®­êng tròn 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑦 . 

b) (20233) TÝnh tÝch ph©n  ∫ (2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑠
஼

 ,  C lµ ®­êng cong 𝑦 = √2𝑥 − 𝑥ଶ. 

c) (20221) TÝnh tÝch ph©n  ∫ 𝑥ଶ𝑑𝑠
஼

,C lµ ®­êng cong 𝑥 = 𝑒௧ , 𝑦 = 𝑡 + 1,0 ≤ 𝑡 ≤ 1.   

d) (20242) TÝnh ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑠
஼

, C lµ đường  9𝑥ଶ + 4𝑦ଶ = 36  trong góc phần tư thứ nhất. 

Chó ý:  
   (1) NÕu 𝐴𝐵෢  lµ cung tr¬n  trong kh«ng gian  cã ph­¬ng tr×nh tham sè 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 =

𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡), 𝑡஺ ≤ 𝑡 ≤ 𝑡஻, th× tÝch ph©n ®­êng lo¹i mét ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

න 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠
 ஺஻෢

= න 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))ට𝑥′ଶ(𝑡) + 𝑦′ଶ(𝑡) + 𝑧′ଶ(𝑡)
௧ಳ

௧ಲ

𝑑𝑡. 

VÝ dô 2.(B4) TÝnh tÝch ph©n  ∫ (𝑥𝑧 + 𝑦𝑧ଶ)𝑑𝑠
஼

,C lµ ®­êng cong 𝑥 = 2𝑡ଷ, 𝑦 = 𝑡, 𝑧 =

√3𝑡ଶ, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.   
(2) NÕu  𝐴𝐵෢  lµ cung kh«ng tr¬n, gi¶ sö t¹i ®iÓm C trªn cung  𝐴𝐵෢  kh«ng cã tiÕp 

tuyÕn th× ta tÝnh   

න 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠
 ஺஻෢

= න 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠
஺஼෢

+ න 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠
஼஻෢

. 

TÝch ph©n ®­êng lo¹i mét cã øng dông trong viÖc tÝnh khèi l­îng cung, m«men tÜnh, 
träng t©m cña cung trong mÆt ph¼ng vµ trong kh«ng gian, m«men qu¸n tÝnh, diÖn tÝch 
cña mÆt trô,…( C¸c vÊn ®Ò nµy b¹n ®äc t×m hiÓu trong tµi liÖu chuyªn ngµnh). 

Bài tập   

1. (20201) Tính tích phân đường ∫ (1 + 𝑥ଶ)𝑑𝑠
஼

, trong ®ã C lµ ®­êng astroid 𝑥
మ

య +

𝑦
మ

య = 1 trong góc phần tư thứ nhất, nối hai điểm 𝐴(1,0), 𝐵(0,1). 
2. (20162) Tính tích phân đường ∫ (𝑥𝑦 + 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑠

஼
, trong ®ã C lµ ®­êng cong 𝑥 =

𝑐𝑜𝑠𝑡 , 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡  với 0 ≤ 𝑡 ≤
గ

ଶ
. 

3. (20172) Tính  ∫ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑠
஼

, trong ®ã C lµ nửa ®­êng tròn 𝑦 = √4 − 𝑥ଶ . 
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4.2. TÝch ph©n ®­êng lo¹i hai (Tích phân đường của trường vecto) 
4.2.1. Trường véc tơ và đường dòng   

Ta nãi r»ng trong 𝛺 ⊆ 𝑅ଷ cã tr­êng vect¬ 𝐹
→

 nÕu t¹i mçi ®iÓm 𝑀 ∈ 𝛺 ®Òu cã 

vect¬ 𝐹
→

(𝑀) x¸c ®Þnh. Nh­ vËy cho tr­êng vect¬ trong miÒn 𝛺 lµ cho hµm vect¬ 

𝐹
→

(𝑀) x¸c ®Þnh trong miÒn 𝛺 ®ã:  𝐹
→

= 𝐹
→

(𝑀) = 𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝛺, trong đó   

 𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑖
→

+ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑗
→

+ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑘
→

 . 
VÝ dô 1: Dßng n­íc ch¶y, t¹i mçi ®iÓm cña nã ®Òu cã mét vect¬ vËn tèc x¸c 

®Þnh. Khi ®ã tÊt c¶ c¸c vect¬ vËn tèc t¹o thµnh tr­êng vect¬ th× gäi lµ tr­êng vËn 
tèc cña dßng n­íc.  

Chú ý. Ở ®©y ta chØ xÐt tr­êng vect¬ mµ hµm vect¬ kh«ng phô thuéc vµo thêi gian 
t gäi lµ tr­êng vect¬ dõng. 

  Cho tr­êng vect¬ 𝐹
→

= 𝐹
→

(𝑀) trong miÒn 𝛺. Mét ®­êng cong (𝐶) ⊂ 𝛺 mµ t¹i 
mäi ®iÓm cña nã, tiÕp tuyÕn víi ®­êng cong (C) ®Òu ®ång ph­¬ng víi vect¬ cña 
tr­êng ®i qua tiÕp ®iÓm gäi lµ ®­êng dßng. Tõ ®ã ta thÊy r»ng qua mçi ®iÓm cña 
tr­êng vÐc t¬ chØ cã mét vµ chØ mét ®­êng dßng ®i qua. C¸c ®­êng dßng kh«ng 
c¾t nhau. 

VÝ dô 2: C¸c ®­êng søc trong tõ tr­êng hoÆc ®iÖn tr­êng lµ c¸c ®­êng dßng. 
Cho trường vectơ 

𝐹
→

=  𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑖
→

+ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑗
→

+ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑘
→

 
và đường dòng C có phương trình tham số là 𝑥 =  𝑥(𝑡);  𝑦 =  𝑦(𝑡);  𝑧 =  𝑧(𝑡). Khi đó, 
tiếp tuyến tại mỗi điểm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) của C có vectơ chỉ phương là (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑧′(𝑡)). Do 

tiếp tuyến này đồng phương với 𝐹
→

(𝑀) nên 
𝑥ᇱ(𝑡) = P, 𝑦ᇱ(𝑡) = Q, 𝑧ᇱ(𝑡) = R ⇔ 𝑑𝑥 = P, 𝑑𝑦 = Q, 𝑑𝑧 = R 

(gọi là hệ phương trình vi phân của họ đường dòng của trường vectơ 𝐹
→

(𝑀)). 
Nhận xét: Qua mỗi điểm của trường vectơ có duy nhất một đường dòng. Các đường 

dòng không cắt nhau. 
4.2.2. Định nghĩa tích phân đường loại hai 
Cho c¸c hµm sè 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) x¸c ®Þnh trªn cung ®Þnh h­íng  𝐴𝐵෢  thuéc mÆt 

ph¼ng  𝑂𝑥𝑦, 𝐴 lµ ®iÓm ®Çu, 𝐵 lµ ®iÓm cuèi. Chia cung 𝐴𝐵෢  thµnh n phÇn bëi c¸c 
®iÓm chia   𝐴 = 𝐴଴, 𝐴ଵ, . . . , 𝐴௡ = 𝐵 (H×nh 4.2). 

 
 
 
 
 
 

     y 
                                           B=An 
 

    yi+1                                 Ai+1 
 

                                     Mi     
     yi                      Ai 
            A=A0 

O                  xi                xi+1               x 
                                                         H×nh 4.2 
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Trªn mçi cung  𝐴ప𝐴పାଵ
෣ , lÊy mét ®iÓm 𝑀௜(𝜉௜ , 𝜂௜) tïy ý vµ lËp tæng   

𝐼௡ = ෍ 𝑃(𝑀௜)𝛥𝑥௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

+ 𝑄(𝑀௜)𝛥𝑦௜ = ෍ 𝑃(𝑥௜ , 𝑦௜)𝛥𝑥௜

௡ିଵ

௜ୀ଴

+ 𝑄(𝑥௜, 𝑦௜)𝛥𝑦௜  

trong ®ã 𝛥𝑥௜ = 𝑥௜ାଵ − 𝑥௜, 𝛥𝑦௜ = 𝑦௜ାଵ − 𝑦௜,𝑖 = 0, 𝑛 − 1. 
NÕu khi n  sao cho 𝑚𝑎𝑥 𝛥 𝑥௜ → 0, 𝑚𝑎𝑥 𝛥 𝑦௜ → 0 mµ 𝐼௡ dÇn tíi mét giíi h¹n 

h÷u h¹n I kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chia cung  𝐴𝐵෢  vµ c¸ch lÊy ®iÓm 𝑀௜ trong mçi 
cung nhá 𝐴ప𝐴పାଵ

෣ , th× giíi h¹n ®ã ®­îc gäi lµ tÝch ph©n ®­êng lo¹i hai cña hai hµm 
𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) däc cung  𝐴𝐵෢ .  

Ký hiÖu ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢ .  VËy  

lim
௡→ஶ

𝐼௡ = ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢ .                              (4) 

Ng­êi ta chøng minh ®­îc r»ng nÕu c¸c  hµm 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) x¸c ®Þnh vµ liªn 
tôc trªn  cung  𝐴𝐵෢  tr¬n th× tån t¹i tÝch ph©n∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

 ஺஻෢ . 

Ý nghĩa vật lý: Một chất điểm M di chuyển theo một cung phẳng L từ A đến B 

dưới tác dụng của một lực   𝐹⃗ = 𝐹⃗(𝑀) = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝚤 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝚥 Biến thiên liên tục dọc 
theo cung  𝐴𝐵෢ . Hãy tính công W của lực ấy.   Ta có 

𝑊 = න 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢

. 

4.2.3. TÝnh chÊt 
(1) NÕu ®æi chiÒu lÊy tÝch ph©n th× tÝch ph©n ®­êng lo¹i hai ®æi dÊu 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢ = − ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

 ஻஺෢ . 

(2)∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢ = ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

஺஼෢ + ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஼஻෢    

trong ®ã C lµ mét ®iÓm nµo ®ã trªn cung  𝐴𝐵෢ . 
Trong c¸c tÝnh chÊt trªn ta gi¶ thiÕt  c¸c tÝch ph©n ®Òu tån t¹i. 
Chó ý : NÕu  𝐴𝐵෢   lµ ®­êng cong kÝn kh«ng tù c¾t (𝐴 ≡ 𝐵 ) giíi h¹n miÒn D giíi 

néi, th× tÝch ph©n ®­êng (4) ®­îc ký hiÖu   

න 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢

= ර𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
௅

 

trong ®ã L lµ biªn cña miÒn D (H×nh 4.3a) vµ  chiÒu ®i trªn L lµ chiÒu d­¬ng ( L+), 
nÕu ng­îc víi chiÒu quay kim ®ång hå, chiÒu ©m (L-)  lµ chiÒu quay kim ®ång hå.  

Theo tÝnh chÊt 1) ta cã      

ර 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
௅ష

= − ර 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
௅శ

 

NÕu miÒn D cã biªn gåm hai ®­êng cong kÝn kh«ng c¾t nhau (H×nh 4.3b) th× quy 
­íc chiÒu d­¬ng trªn 𝐿 lµ chiÒu mµ khi ®i däc theo  𝐿  th× miÒn bÞ giíi h¹n bëi 𝐿 
n»m vÒ phÝa tay tr¸i. ChiÒu ng­îc l¹i lµ chiÒu ©m. 
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4.2.4. C¸ch tÝnh  
Gi¶ sö cho c¸c hµm 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) liªn tôc trªn cung 𝐴𝐵෢  tr¬n. 
(1) Tr­êng hîp cung  𝐴𝐵෢   cã ph­¬ng tr×nh tham sè 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), víi mäi t 

®i tõ  𝑡஺®Õn 𝑡஻   ( ta viÕt 𝑡: 𝑡஺ → 𝑡஻) th× tÝch ph©n (4) ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢ = ∫ [𝑃(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑥′(𝑡) + 𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑦′(𝑡)]

௧ಳ

௧ಲ
𝑑𝑡   (5) 

(2) Tr­êng hîp cung 𝐴𝐵෢   cã ph­¬ng tr×nh 𝑦 = 𝑓(𝑥) víi mäi x ®i tõ 𝑥஺ ®Õn 𝑥஻ (ta 
viÕt 𝑥: 𝑥஺ → 𝑥஻) th× tÝch ph©n (4) ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

        ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢ = ∫ [𝑃(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝑄(𝑥, 𝑓(𝑥))𝑓′(𝑥)]

௫ಳ

௫ಲ
𝑑𝑥         (6) 

(3) Tr­êng hîp cung AB cã ph­¬ng tr×nh 𝑥 = 𝑔(𝑦) víi mäi y ®i tõ 𝑦஺ ®Õn 𝑦஻ (ta 
viÕt 𝑦: 𝑦஺ → 𝑦஻) th× tÝch ph©n (4) ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

          ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
஺஻

= ∫ [𝑃(𝑔(𝑦), 𝑦)𝑔′(𝑦) + 𝑄(𝑔(𝑦), 𝑦)]
௬ಳ

௬ಲ
𝑑𝑦      (7) 

Chó ý : NÕu  𝐴𝐵෢  lµ cung kh«ng tr¬n (H×nh 4.4) gi¶ sö t¹i ®iÓm 𝐶 ∈  𝐴𝐵෢  mµ t¹i ®ã 
ph­¬ng tr×nh ®­êng cong kh«ng tån t¹i ®¹o hµm th× ta cã  

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 ஺஻෢ = ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

 ஺஼෢ + ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
஼஻෢ . 

 
 
 
 
 

VÝ dô 1.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∫ (2𝑎 − 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦
஼

    (𝑎 > 0), trong ®ã C lµ cung 

®Çu cña xycloit 𝑥 = 𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛 𝑡), 𝑦 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡) víi t ®i tõ 0 ®Õn 2𝜋. 
VÝ dô 2.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∫ (𝑥ଶ − 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦ଶ − 2𝑥𝑦)𝑑𝑦

஼
, trong ®ã C lµ ®­êng 

parabol  𝑦 = 𝑥ଶ, −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 víi  ®iÓm ®Çu lµ 𝐴(−1,1), ®iÓm cuèi 𝐵(1,1). 
VÝ dô 3.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑥 + 𝑥ଶ𝑑𝑦

஼
, trong ®ã C lµ ®­êng parabol  𝑥 =

2ට1 −
௬మ

ଽ
, −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 víi  ®iÓm ®Çu lµ 𝐴(0, −3), ®iÓm cuèi 𝐵(0,3). 

VÝ dô 4.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∮ 𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
௅

, trong ®ã L lµ chu tuyÕn cña 

miÒn D giíi h¹n bëi  c¸c ®­êng 𝑦 = 𝑥ଶ, 𝑦 = 0, 𝑥 = 1 , chiÒu d­¬ng.  
 

 
                     
 
 

     
 
 
 
                

           H×nh 4.3b 

 
                    ChiÒu d­¬ng 
 
                                    AB 

     
 
 
 

               ChiÒu  ©m 

           H×nh 4 .3a 

D 

                      C 
 
 
A                                          B 
        H×nh 4.4 
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Chó ý: NÕu 𝐴𝐵෢   lµ ®­êng cong tr¬n trong kh«ng gian, cã ph­¬ng tr×nh tham sè lµ 
𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡)  

kh¶ vi víi mäi t ®i tõ 𝑡஺ ®Õn 𝑡஻ th× tÝch ph©n ®­êng lo¹i hai ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

න 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦
 ஺஻෢

+ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 =                                                                  

= න ൣ𝑃൫𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)൯𝑥 ′(𝑡) + 𝑄൫𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)൯𝑦 ′(𝑡)    
௧ಳ

௧ಲ

+ 𝑅(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)൧ 𝑑𝑡. 
VÝ dô 5.  TÝnh 𝐼 = ∫ 𝑥𝑑𝑥 − (𝑦 + 𝑧)𝑑𝑦 + 2𝑧𝑑𝑧

஼
, trong ®ã C lµ đoạn thẳng  đi từ  

®iÓm 𝐴(0,0,0), ®iÓm điểm  𝐵(1,1,1). 
4.2.5. C«ng thøc Green 
§Þnh lý Green: Cho D lµ miÒn ®ãng, giíi néi trong mÆt ph¼ng Oxy víi biªn L 

kÝn, tr¬n tõng khóc. C¸c hµm sè 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) vµ c¸c ®¹o hµm riªng cña chóng 
liªn tôc trong miÒn chøa D th× ta cã 

ර𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =
௅

ඵ ൬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰

஽

𝑑𝑥𝑑𝑦                           (8) 

trong ®ã chiÒu lÊy tÝch ph©n lµ chiÒu d­¬ng. ( C«ng thøc (8) ®­îc gäi lµ c«ng thøc Green.) 
Chøng minh: Ta sÏ chøng minh  

ර𝑃𝑑𝑥 =
௅

− ඵ
𝜕𝑃

𝜕𝑦஽

𝑑𝑥𝑑𝑦, ර𝑄𝑑𝑦 =
௅

ඵ
𝜕𝑄

𝜕𝑥஽

𝑑𝑥𝑑𝑦 

tõ ®ã suy ra c«ng thøc Green. 
1) Tr­íc hÕt ta xÐt miÒn D nh­ sau 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑦ଵ(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑦ଶ(𝑥) (H×nh 4.5a). 

(mäi ®­êng th¼ng 𝑥 = 𝑐, 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 c¾t biªn t¹i hai  ®iÓm cã tung ®é lµ 𝑦ଵ(𝑐), 𝑦ଶ(𝑐)).  
 
 
 
 
 
 
 
 
Ta cã 

ඵ
𝜕𝑃

𝜕𝑦஽

𝑑𝑥𝑑𝑦 = න 𝑑𝑥
௕

௔

න
𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝑦 =

௬మ(௫)

௬భ(௫)

                                                                             

= න ൣ𝑃൫𝑥, 𝑦ଶ(𝑥)൯ − 𝑃൫𝑥, 𝑦ଵ(𝑥)൯൧𝑑𝑥 =
௕

௔

− න 𝑃൫𝑥, 𝑦ଶ(𝑥)൯𝑑𝑥 −
௔

௕

න 𝑃൫𝑥, 𝑦ଵ(𝑥)൯𝑑𝑥 =
௕

௔

 

= − න 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 −
஼஽෢

න 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 −
஺஽

න 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 −
஺஻෢

න 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = ර𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
௅஻஼

. 

   y 
           D                  C 

 
 
 

           A                                   B 
                     

                             
   O     a                        b         x 
               H×nh 4.5a 

    y 
     d 
 
          

 
                                              

     c 
       
    O                                                    x 

              H×nh 4.5b 
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(trong ®ã ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = 0
஽஺

,  ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = 0
஻஼

  v× 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 ⇒ 𝑑𝑥 = 0). 

+T­¬ng tù víi miÒn D ®­îc x¸c ®Þnh  𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝑥ଵ(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝑥ଶ(𝑦) (H×nh 4.5b). 
2) Tr­êng hîp  D lµ miÒn ®¬n liªn (H×nh 4.6),  ta cã thÓ chia D thµnh h÷u h¹n 

nh÷ng miÒn nhá  nh­ trong phÇn 1). Gi¶ sö miÒn D ®­îc chia lµm 3 miÒn D1, D2, D3    
víi c¸c biªn t­¬ng øng lµ L1, L2, L3 ,  trong ®ã  

𝐿ଵ = 𝑀𝑚𝑁෣ + 𝑁𝑀; 𝐿ଶ = 𝑃𝑀෢ + 𝑀𝑄 + 𝑄𝑃; 𝐿ଷ = 𝑃𝑄 + 𝑄𝑁 + 𝑁𝑃෢  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ta cã  

ඵ ൬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰

஽

𝑑𝑥𝑑𝑦 =                                                                                          

= ඵ ൬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰

஽భ

𝑑𝑥𝑑𝑦 + ඵ ൬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰

஽మ

𝑑𝑥𝑑𝑦 + ඵ ൬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰

஽య

𝑑𝑥𝑑𝑦. 

Theo c«ng thøc Green ®èi víi c¸c miÒn D1, D2, D3 ta ®­îc 

∬ ቀ
డொ

డ௫
−

డ௉

డ௬
ቁ

஽భ
𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

௅భ
∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 +

ெ௠ே෣ ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
ேெ

     (9) 

∬ ቀ
డொ

డ௫
−

డ௉

డ௬
ቁ

஽మ
𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

௅మ
∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 +

௉ெ෢ ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
ெொ

+

                                                                                                                + ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦,
ொ௉

     (10) 

∬ ቀ
డொ

డ௫
−

డ௉

డ௬
ቁ

஽య
𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

௅య
∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 +

௉ொ ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
ொே

+

                                                                                                                + ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
ே௉෢ ,   (11) 

Céng (9),( 10) vµ (11) ta ®­îc 

ඵ ൬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰

஽

𝑑𝑥𝑑𝑦 =                                                                                       

= න 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 +
ெ௠ே෣

න 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
ே௉෢

+ න 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
௉ெ෢

= ර𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
௅

, 

v× tæng c¸c tÝch ph©n ®­êng cña 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 trªn cïng mét cung hai lÇn theo hai 
chiÒu ng­îc nhau b»ng 0.. 

VÝ dô 1.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∮ 𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
௅

, trong ®ã L lµ chu tuyÕn d­¬ng 

cña miÒn D giíi h¹n bëi c¸c ®­êng  𝑦 = 𝑥ଶ, 𝑦 = 0, 𝑥 = 1.  

                           M 
 
 
                                  D2 
 
       m      D1    Q             P 
                                D3 
                       
                   
                            N 

               H×nh 4.6  
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VÝ dô 2.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∮ 𝑥𝑦ଶ𝑑𝑦 − 𝑥ଶ𝑦𝑑𝑥
௅

,  trong ®ã L lµ chu tuyÕn d­¬ng 

cña miÒn D giíi h¹n bëi c¸c ®­êng  𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑥, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 0, (𝑦 ≥ 0).  
VÝ dô 3. Cho  C lµ biên cña miÒn bị chặn D bëi  c¸c ®­êng 𝑥 − 𝑦 − 2, 𝑥 = 𝑦ଶ , định 

hướng dương. TÝnh  𝐼 = ∮ (𝑒௫మ
+ 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦

஼
. 

VÝ dô 4.  (20232)TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∫ 𝑦𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦
஼

,  trong ®ã C lµ biên của miền xác 

định bởi  1 ≤ 𝑥𝑦 ≤ 4; 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 4𝑥, có hướng ngược chiềuquay của kim đồng hồ. 

VÝ dô 5.  (20221)TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∮ ൫𝑒௫య
+ 𝑥ଶ𝑦൯𝑑𝑥 + (𝑥ଷ𝑦 + 2𝑥𝑦ଶ)𝑑𝑦

௅
,  trong ®ã 

L lµ ®­êng  𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑥 , hướng dương. 
VÝ dô 6.  (2022) TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥ଶ − 3𝑦 + sin(𝑦ଶ))𝑑𝑦

஼
, trong 

®ã C  lµ cung trßn  𝑦 = √2𝑥 − 𝑥ଶ  ®i tõ ®iÓm A(2;0) ®Õn ®iÓm B(0;0). 
VÝ dô 7.  (20232)  Cho  C  lµ nửa đường trßn  𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑥, 𝑥 ≥ 1  ®i tõ ®iÓm 

𝐴(1; −1) ®Õn ®iÓm B(1;1). TÝnh  𝐼 = ∫ ൫𝑥𝑒௦௜௡௫ − 𝑦ଶ൯𝑑𝑥 + (𝑦ln(𝑦ଶ + 1) + 𝑥ଶ + 𝑥)𝑑𝑦
஼

. 

VÝ dô 8.  (20242)TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∮ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥 + (3𝑥ଶ − 4𝑦)𝑑𝑦
௅

,  trong ®ã C lµ 

đường elip   9𝑥ଶ + 4𝑦ଶ = 36, có hướng ngược chiềuquay của kim đồng hồ. 
VÝ dô 9.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∫ (𝑦𝑒௫௬ + 2𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑥ଶ𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥𝑒௫௬ − 𝑥ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝑦 +

஼

𝑥𝑦ଶ + 𝑥𝑦)𝑑𝑦, trong ®ã C  lµ cung trßn  𝑦 = √2𝑥 − 𝑥ଶ  ®i tõ ®iÓm A(2;0) ®Õn ®iÓm O(0;0).  

VÝ dô 10. TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∮
௫ௗ௬ି௬ௗ௫

௫మା௬మ௅
, trong ®ã 𝐿 lµ ®­êng trßn 𝑥ଶ + 𝑦ଶ =

𝑎ଶ   (𝑎 > 0), h­íng d­¬ng.  
4.2.6. §iÒu kiÖn ®Ó tÝch ph©n ®­êng lo¹i hai kh«ng phô thuéc vµo ®­êng 

lÊy tÝch ph©n 
Nãi chung tÝch ph©n ®­êng lo¹i hai ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

 ஺஻෢  kh«ng nh÷ng phô 

thuéc ®iÓm ®Çu A vµ ®iÓm cuèi B mµ cßn phô thuéc vµo ®­êng lÊy tÝch ph©n  𝐴𝐵෢ . 
Trong phÇn nµy ta sÏ xÐt víi ®iÒu kiÖn nµo th× tÝch ph©n ®­êng läai hai chØ phô 

thuéc vµo ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi mµ kh«ng phô thuéc vµo ®­êng lÊy tÝch ph©n. 
§Þnh lý  1.  (§Þnh lý bèn mÖnh ®Ò t­¬ng ®­¬ng) 
Cho c¸c hµm sè 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) vµ c¸c ®¹o hµm riªng cÊp mét cña chóng liªn 

tôc trong miÒn ®¬n liªn D. Bèn mÖnh ®Ò sau lµ t­¬ng ®­¬ng: 

   1) 
డொ

డ௫
=

డ௉

డ௬
, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

   2) ∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
௅

= 0víi mäi chu tuyÕn L n»m trong D. 

   3)∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
஺஻෢   

 trong ®ã 𝐴𝐵෢    lµ mét cung n»m trong D, chØ phô thuéc vµo 

®iÓm ®Çu A vµ diÓm cuèi B mµ kh«ng phô thuéc vµo ®­êng ®i tõ A ®Õn B. 
   4) BiÓu thøc 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 lµ vi ph©n toµn phÇn cña mét hµm 𝑢(𝑥, 𝑦) nµo ®ã trong 

miÒn D  ( nghÜa lµ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 𝑑𝑢). 
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Chó ý: NÕu 𝐷 ⊆ 𝑅ଶvµ 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) lµ ®iÓm thuéc D, ®iÓm ch¹y 𝑀(𝑥, 𝑦) thuéc D, th× 
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 lµ vi ph©n toµn phÇn cña hµm 𝑢(𝑥, 𝑦) vµ 𝑢(𝑥, 𝑦) ®­îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

                 𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦଴)𝑑𝑥
௫

௫బ
+ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

௬

௬బ
+ 𝐶,                                    (12) 

hoÆc              𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
௫

௫బ
+ ∫ 𝑄(𝑥଴, 𝑦)𝑑𝑦

௬

௬బ
+ 𝐶,                                   (13) 

C lµ h»ng sè bÊt kú. 
ThËt vËy, v× tÝch ph©n ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

ெబெ
 kh«ng phô thuéc  vµo ®­êng lÊy tÝch ph©n  

nªn nÕu ta chän ®­êng 𝑀଴𝑀෣   lµ ®­êng gÊp khóc 𝑀଴𝐾𝑀,  ta cã c«ng thøc (12), nÕu 
ta chän ®­êng 𝑀଴𝑀 lµ ®­êng gÊp khóc 𝑀଴𝑁𝑀 (H×nh 3.13) ta cã c«ng  thøc (13). 

VÝ dô 1.  TÝnh tÝch ph©n       𝐼 = ∫ (1 + 𝑦) 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑦
௅

. 

a)  Chøng minh biÓu thøc d­íi dÊu tÝch ph©n lµ vi ph©n toµn phÇn cña mét hµm 
𝑢(𝑥, 𝑦) nµo ®ã. 

b)  TÝnh I nÕu L lµ nöa trªn ®­êng trßn   𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑥 ®i tõ 𝐴(2; 0) ®Õn  𝑂(0; 0) .  
VÝ dô 2. Chøng minh biÓu thøc (𝑦 + 𝑙𝑛( 𝑥 + 1))𝑑𝑥 + (𝑥 + 1 − 𝑒௬)𝑑𝑦 lµ vi ph©n 

toµn phÇn cña mét hµm 𝑢(𝑥, 𝑦) nµo ®ã. T×m hµm sè ®ã. 
VÝ dô 3. (20232) BiÓu thøc (𝑎𝑒௬ + 2𝑥𝑦ଷ)𝑑𝑥 + (𝑥𝑒௬ + 𝑏𝑥ଶ𝑦ଶ + 1)𝑑𝑦, với 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹, 

lµ vi ph©n toµn phÇn cña mét hµm 𝑢(𝑥, 𝑦). T×m 𝑎, 𝑏  và  hµm sè 𝑢(𝑥, 𝑦) ®ã. 
Chó ý: NÕu tÝch ph©n ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

஺஻෢  kh«ng phô thuéc vµo ®­êng lÊy tÝch ph©n 

tõ 𝐴(𝑥଴, 𝑦଴) ®Õn 𝐵(𝑥ଵ, 𝑦ଵ), (tøc lµ డொ

డ௫
=

డ௉

డ௬
), th× cã thÓ viÕt nã d­íi d¹ng 

න 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
஺஻

= න 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
஻

஺

= න 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
(௫భ,௬భ)

(௫బ,௬బ)

 

§Ó tÝnh tÝch ph©n trªn ta th­êng chän ®­êng lÊy tÝch ph©n lµ c¸c ®­êng gÊp khóc 
nèi A víi B cã c¸c c¹nh song song víi c¸c trôc täa ®é 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, trong ®ã c¸c hµm sè 
𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) cïng c¸c ®¹o hµm riªng cña nã liªn tôc trªn  c¸c ®o¹n ®ã. 

VÝ dô 4.  (20222)TÝnh tÝch ph©n   

𝐼 = න 3𝑦ସ/ଷ𝑑𝑥 + 4𝑥𝑦ଵ/ଷ𝑑𝑦
(ଷ;଼)

(ଵ;ଵ)

. 

VÝ dô 5.  TÝnh tÝch ph©n   

𝐼 = න (𝑦ଶ𝑒௫ + 6𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (3𝑥ଶ + 2𝑦𝑒௫)𝑑𝑦
(ଷ;ିଵ)

(ଵ;ଶ)

. 

Hệ quả của Định lý Green. Giả sử  L lµ ®­êng cong kÝn bao miÒn D, h­íng d­¬ng. 

thì diện tích của miền  D là  𝑆஽ =
ଵ

ଶ
∮ 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

௅
. (Thật vậy, trong c«ng thøc Green 

∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =
௅ ∬ ቀ

డொ

డ௫
−

డ௉

డ௬
ቁ

஽
𝑑𝑥𝑑𝑦, lÊy 𝑃 = −𝑦, 𝑄 = 𝑥 )  

VÝ dô 6.  TÝnh diÖn tÝch cña miÒn ph¼ng D giíi h¹n bëi elip  ௫
మ

௔మ
+

௬మ

௕మ
= 1. 



BÀI GIẢNG GIẢI TÍCH 2 -NHÓM NGÀNH  1          GV NGUYỄN ĐÌNH BÌNH 

45 

Ví dụ 7.  TÝnh tÝch ph©n  ®­êng ∫
௫

௬ඥ௫మା௬మ௅
𝑑𝑥 −

௫మାඥ௫మା௬మ

௬మඥ௫మା௬మ
𝑑𝑦, trong ®ã  L  lµ ®­êng 

cong 𝑦 =
௫య

ସ
+ 1 ®i tõ ®iÓm ®Çu 𝐴(0; 1) ®Õn  ®iÓm cuèi 𝐵(2; 3). 

Chó ý: §èi víi Ví dụ 7, nÕu ta tÝnh trùc tiÕp b»ng c¸ch thay 𝑦 =
௫య

ସ
+ 1vµo biÓu 

thøc d­íi dÊu tÝch ph©n sÏ dÉn ®Õn mét tÝch ph©n x¸c ®Þnh mµ viÖc t×m nguyªn 
hàm cña nã lµ rÊt khã. 
Bài tập 

1. (2023CK)  Cho  C lµ nöa  ®­êng cong 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑥, 𝑥 ≥ 1 ®i tõ ®iÓm 𝐴(1; −1) 

dÕn  ®iÓm B(1; 1). TÝnh tÝch ph©n      𝐼 = ∫ ൫𝑥𝑒௦௜௡௫ − 𝑦ଶ൯𝑑𝑥 + (𝑦𝑙𝑛(𝑦ଶ + 1) + 𝑥ଶ +
஼

𝑥))𝑑𝑦,   ĐS: 𝐼 = 𝐼ଵ − 𝐼ଶ =
ଵ଺

ଷ
+

ଷగ

ଶ
. 

2. (2023) TÝnh tÝch ph©n  ®­êng ∫ (𝑥ଶ𝑦ଷ + 𝑥)
௅

𝑑𝑥 + (𝑥ଷ𝑦ଶ − 6𝑦ඥ𝑦ଶ + 1)𝑑𝑦, trong 

®ã  L  lµ ®­êng cong 𝑦 = √1 − 𝑥ଷర
 ®i tõ 𝐴(1; 0) ®Õn  𝐵(0; 1). Đ𝑆: 𝐼 =

ଷ

ଶ
− 4√2 

3. (20201) TÝnh tÝch ph©n ∫ 2(𝑥ଷ + 𝑦ହ)𝑑𝑥 + 5𝑥(𝑦ସ − 1)𝑑𝑦
௟

, trong ®ã L  lµ đường 

gấp khúc ABCA nối các điểm ®iÓm 𝐴(2; 0), 𝐴(1; 1), 𝐴(0; 2).   
4. (20201) TÝnh tÝch ph©n ∫ (𝑒௫𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑦ଶ)𝑑𝑥 + (𝑥ଶ + 2𝑥𝑦 + 𝑒௫𝑐𝑜𝑠𝑦)𝑑𝑦

஼
, 

trong ®ã C lµ nöa  ®­êng trßn 𝑥 = ඥ2𝑦 − 𝑦ଶ, ®i tõ ®iÓm 0(0; 0) dÕn  ®iÓm A(0; 2). 

5. (20192) TÝnh tÝch ph©n ∮ (𝑒௫  + 𝑦ଶ)𝑑𝑥 + (𝑥ଶ𝑒௬)𝑑𝑦
௖

,  trong ®ã C lµ biên của 

miền giới hạn bởi các đường   𝑦 = 1 − 𝑥ଶ và 𝑦 = 0. Có chiều dương. 
6. (20192) TÝnh tÝch ph©n ∫ (2𝑥𝑒௫ + 𝑦ଶ)𝑑𝑥 + (𝑥ସ + 𝑒௬)𝑑𝑦

஼
,trong ®ã C lµ nöa  

®­êng cong 𝑦 = √1 − 𝑥ଶర
 ®i tõ ®iÓm 𝐴(−1; 0) dÕn  ®iÓm B(1; 0). 

7. (20183) TÝnh tÝch ph©n ∫
(ଵ଴௫రି௬)ௗ௫ (଻௫ఴି଼௬ళ)ௗ௬

ඥସ௫మା௬మ௅
, trong ®ã L lµ  ®­êng cong 𝑦 =

2 √1 − 𝑥ଶ ®i tõ ®iÓm 𝐴(1; 0) dÕn  ®iÓm B(−1; 0). 

8. (20182) TÝnh ∮
ௗ௫ାௗ

|௫|ା|௬|
𝑑𝑦

௖
,  trong ®ã C lµ đường tròn   𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 1, định hướng dương. 

9. (20182) TÝnh tÝch ph©n ∮ (𝑧ଶ  + 𝑦ଶ)𝑑𝑥 + (𝑥ଶ + 𝑧ଶ)𝑑𝑦 + (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)𝑑𝑧
௖

,  trong ®ã 

C lµ giao của mặt cầu 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 4 và mặt nón  𝑥 = ඥ𝑥ଶ + (𝑦 − 1)ଶ theo hướng 
cùng chiều kim đồng hồ khi nhìn từ gốc O. 

10. (20182) TÝnh ∮
(௫ି௬)ௗ௫ (௫ା௬)ௗ௬

௫మା௬మ
𝑑𝑦

஼ഀ
,   𝐶ఈ lµ đường tròn   𝑥ଶ + 𝛼𝑦ଶ = 1,  hướng dương. 

11. (20173) TÝnh tÝch ph©n ∫ 𝑦(3𝑥 − 2)𝑑𝑥 + (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑦
௅

,trong ®ã L lµ  đoạn thẳng 

AB đi từ ®iÓm 𝐴(1; 0) dÕn  ®iÓm B(0; 1). 
12. (2017)  Chứng minh rằng nếu 𝑓(𝑢) là một hàm số cùng với đạo hàm của nó liên tục trên 

𝑅   và L là đường đi tõ  𝑂(0; 0) dÕn  𝐴(𝑎; 𝑏)     thì  ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)(𝑑𝑥 + 𝑑𝑦)
௅

= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
௔ା௕

଴
. 
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Ch­¬ng  5 
TÍCH PHÂN MẶT 

 
5.1 TÝch ph©n mÆt lo¹i mét  (Tích phân mặt của trường vô hướng) 
5.1.1. §Þnh nghÜa 
Cho hµm sè 𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) x¸c ®Þnh trªn mÆt cong S. Chia S thµnh n mÆt 

cong nhá kh«ng dÉm lªn nhau. Gäi tªn vµ diÖn tÝch cña c¸c mÆt t­¬ng øng lµ 
𝛥𝑆ଵ, 𝛥𝑆ଶ, . . . , 𝛥𝑆௡. Trong mçi mÆt nhá 𝛥𝑆௜ lÊy mét ®iÓm 𝑀௜(𝑥௜, 𝑦௜ , 𝑧௜) tïy ý. LËp tæng  

tÝch ph©n 

𝐼௡ = ෍ 𝑓(𝑀௜)𝛥𝑆௜

௡

௜ୀଵ

= ෍ 𝑓(𝑥௜ , 𝑦௜ , 𝑧௜)𝛥𝑆௜

௡

௜ୀଵ

. 

 NÕu khi 𝑛 → ∞ sao cho 𝑚𝑎𝑥 𝑑 (𝛥𝑆௜) → 0 (𝑑(𝛥𝑆௜) lµ ®­êng kÝnh cña m¶nh 𝛥𝑆௜) 
mµ 𝐼௡dÇn tíi mét giíi h¹n h÷u h¹n I kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chia mÆt S vµ  c¸ch 
lÊy ®iÓm iM  trong mçi mÆt nhá 𝛥𝑆௜, th× giíi h¹n ®ã ®­îc gäi lµ tÝch ph©n mÆt lo¹i  

mét cña hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) trªn mÆt S vµ ký hiÖu ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆
ௌ

.  

Nh­ vËy    



n

i
iiii

Sd
S

SzyxfdSzyxf
i 10)(max

),,(lim),,(                     (14) 

MÆt S trong kh«ng gian 𝑂𝑥𝑦z ®­îc xem nh­ lµ tËp c¸c ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) tháa m·n 
ph­¬ng tr×nh 

                                           𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.                                        (15) 
MÆt S ®­îc gäi lµ tr¬n nÕu hµm sè 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) cã c¸c ®¹o hµm riªng 𝐹௫

′ , 𝐹௬
′ , 𝐹௭

′ liªn 

tôc vµ kh«ng ®ång thêi b»ng kh«ng trªn S. 
   + Ng­êi ta chøng minh ®­îc r»ng nÕu hµm 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) liªn tôc trªn mÆt cong tr¬n 

S th× tÝch ph©n mÆt lo¹i mét ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆
ௌ

 tån t¹i. 

   +TÝch ph©n mÆt lo¹i mét cã c¸c tÝnh chÊt t­¬ng tù tÝch ph©n kÐp. 
   +TÝch ph©n mÆt ∬ 𝑑𝑆

ௌ
 lµ diÖn tÝch cña mÆt S. 

   + NÕu 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) lµ khèi l­îng riªng (hµm mËt ®é) t¹i ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆  liªn 
tôc trªn mÆt S th× khèi l­îng cña mÆt cong S lµ  𝑚 = ∬ 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆

ௌ
. 

5.1.2. C¸ch tÝnh 
Gi¶ sö mÆt S ®­îc cho bëi ph­¬ng tr×nh 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦), hµm 𝑧(𝑥, 𝑦) liªn tôc vµ cã 

c¸c ®¹o hµm riªng 𝑧௫
′ (𝑥, 𝑦), 𝑧௬

′ (𝑥, 𝑦) liªn tôc trong miÒn më chøa h×nh chiÕu D cña 

mÆt cong S lªn mÆt ph¼ng Oxy. Cho hµm 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) liªn tôc trªn mÆt S th× khi ®ã 
tÝch ph©n mÆt lo¹i mét ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆
ௌ

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))ට1 + 𝑧௫
′ଶ(𝑥, 𝑦) + 𝑧௬

′ଶ(𝑥, 𝑦)
஽

𝑑𝑥𝑑𝑦. 
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VÝ dô 1.  
a)  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)𝑑𝑆

ௌ
,  trong ®ã S lµ phÇn mÆt nãn 𝑧ଶ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

n»m gi÷a c¸c mÆt ph¼ng 𝑧 = 0, 𝑧 = 1.  

b)  (20232)  TÝnh  𝐼 = ∬ (𝑧 + 2)𝑑𝑆
ௌ

 với S lµ phần  mÆt nón  𝑧 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ, 1 ≤ 𝑧 ≤ 3. 

c)  (20222)  TÝnh   𝐼 = ∬ ඥ1 + 4𝑥ଶ + 4𝑦ଶ𝑑𝑆
ௌ

 với S lµ mÆt xác định bởi  𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ,

𝑧 ≤ 1. 

d)  (20221)  TÝnh 𝐼 = ∬ ቀ𝑥 +
ଷ௬

ଶ
+

௭

ଶ
− 1ቁ

ଶ

𝑑𝑆
ௌ

 với S : 2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 6, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥

0, 𝑧 ≥ 0. 
e)  (2023)  TÝnh   𝐼 = ∬ (2𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 2𝑧)𝑑𝑆

ௌ
 với S lµ mÆt cầu  𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 1. 

5.2. TÝch ph©n mÆt lo¹i  hai (Tích phân mặt của trường vecto) 
5.2.1. §Þnh nghÜa 
MÆt S ®­îc gäi lµ mÆt ®Þnh h­íng hay lµ mÆt hai phÝa nÕu khi ®i theo mét chu 

tuyÕn ®ãng bÊt kú kh«ng cã ®iÓm chung víi biªn cña nã, h­íng cña vÐc t¬ ph¸p 
tuyÕn kh«ng thay ®æi ®i tõ phÝa nµy sang phÝa kia cña mÆt. Ch¼ng h¹n nÕu S mÆt 
kÝn  cã thÓ x¸c ®Þnh vÐc t¬ ph¸p tuyÕn h­íng vµo phÝa trong hoÆc h­íng ra phÝa  
ngoµi. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Cho c¸c hµm sè 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) x¸c ®Þnh trªn mÆt cong ®Þnh h­íng 

S  vµ cã vÐc t¬ ph¸p tuyÕn 𝑛→ t¹i ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) cña S hîp víi c¸c trôc täa ®é mét 
gãc 𝛼, 𝛽, 𝛾 ( H×nh5.1). Khi ®ã tÝch ph©n  

𝐼 = ඵ[𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑐𝑜𝑠 𝛾]𝑑𝑆
ௌ

 

trong ®ã 𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑐𝑜𝑠 𝛽 , 𝑐𝑜𝑠 𝛾 lµ cosin chØ h­íng cña  vect¬ ph¸p tuyÕn 𝑛→ t¹i ®iÓm 
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧), ®­îc gäi lµ  tÝch ph©n mÆt lo¹i hai  cña c¸c hµm 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 
𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) trªn mÆt S ®Þnh h­íng. TÝch ph©n mÆt lo¹i hai trªn cßn ®­îc viÕt 

                   𝐼 = ∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
ௌ

. 

   +  NÕu ®æi h­íng cña mÆt S th× tÝch ph©n mÆt lo¹i hai ®æi dÊu. 
   +  TÝch ph©n mÆt lo¹i hai cã c¸c tÝnh chÊt t­¬ng tù tÝch ph©n kÐp. 
 

                    z                                                                             

                         

                           
        S               M                     y   
                         
   x 
 
 

               H×nh 5.1  
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5.2.2. C¸ch tÝnh 
TÝch ph©n mÆt lo¹i hai ®­îc tÝnh b»ng c¸ch ®­a vÒ tÝch ph©n kÐp. Gi¶ sö cÇn 

tÝnh  ∬ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
ௌ

 trong ®ã S lµ  mÆt  cong tr¬n ®­îc cho bëi ph­¬ng tr×nh 𝑧 =

𝑧(𝑥, 𝑦).  
      + NÕu vÐc t¬ ph¸p tuyÕn 𝑛→ cña S t¹i mäi ®iÓm t¹o víi chiÒu d­¬ng trôc Oz mét 
gãc nhän th× ta cã c«ng thøc  

∬ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
ௌ ∬ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦

஽ೣ೤
, 

trong ®ã 𝐷௫௬lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc  cña mÆt S lªn mÆt ph¼ng Oxy. 

  + NÕu vÐc t¬ ph¸p tuyÕn 𝑛→ cña S t¹i mäi ®iÓm t¹o  víi  chiÒu d­¬ng trôc Oz 
mét gãc tï th× ta cã c«ng thøc  

∬ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
ௌ

− ∬ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
஽ೣ೤

. 

  T­¬ng tù, ta cã 
∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 =

ௌ
± ∬ 𝑃(𝑥(𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧

஽೤೥
, 

∬ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 =
ௌ

± ∬ 𝑄(𝑥, 𝑦(𝑥, 𝑧), 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧
஽ೣ೥

, 

trong ®ã 𝐷௬௭, 𝐷௫௭ lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña mÆt S  lªn  c¸c mÆt ph¼ng Oyz, Oxz 

t­¬ng øng, chän   dÊu  +  hay  – tïy thuéc c¸c gãc 𝛼  hay 𝛽 lµ gãc nhän hay tï. 
VÝ dô 1.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

ௌ
, trong ®ã S  lµ phÝa ngoµi mÆt cÇu 𝑥ଶ +

𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 𝑎ଶ . 
Chó ý: NÕu mÆt S lµ mét phÇn mÆt trô cã ®­êng sinh song song víi trôc täa ®é, 

ch¼ng h¹n song song víi Oz , th×  ∬ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
ௌ

= 0, v× 𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑑𝑠 = 𝑐𝑜𝑠
గ

ଶ
𝑑𝑠 = 0. 

VÝ dô 2.  TÝnh tÝch ph©n 𝐼 = ∬ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
ௌ

, trong ®ã S lµ phÝa ngoµi 

mÆt trô 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 𝑎ଶ(𝑎 > 0)  n»m trong ®o¹n −ℎ ≤ 𝑧 ≤ ℎ (kh«ng kÓ hai ®¸y). 
6.2.3. Thông lượng, dive 

§Þnh nghÜa 1. Cho tr­êng vect¬ 𝐹
→

= 𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) cã thµnh phÇn 𝑃 = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧),  

𝑄 = 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧),  𝑅 = 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) hay 𝐹
→

= 𝑃 𝑖
→

+ 𝑄 𝑗
→

+ 𝑅 𝑘
→

 vµ mÆt cong S ®Þnh h­íng, 

ph¸p tuyÕn d­¬ng 𝑛→ t­¬ng øng. Gäi 𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑐𝑜𝑠 𝛽 , 𝑐𝑜𝑠 𝛾 lµ cosin chØ h­íng cña 𝑛→ 
th× tÝch ph©n mÆt      

∬ (𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝛾)𝑑𝑆
ௌ

, 

lµ th«ng l­îng cña tr­êng vect¬ 𝐹
→

 qua mÆt cong S vµ ký hiÖu lµ 𝛷. 
VËy                                 𝛷 = ∬ (𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝛾)𝑑𝑆

ௌ
 .                        (1) 

NÕu gäi 𝐹௡ lµ h×nh chiÕu cña 𝐹
→

 lªn 𝑛→ th×  

𝐹௡ = 𝑐ℎ௡→ 𝐹
→

= 𝐹
→

. 𝑛→ = 𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝛾, 

do ®ã th«ng l­îng cßn ®­îc tÝnh  
                                                    𝛷 = ∬ 𝐹௡𝑑𝑆

ௌ
.                                                        (2) 
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 VÝ dô 1:  Gi¶ sö  𝐹
→

 lµ tr­êng vËn tèc cña dßng n­íc, l­îng chÊt láng  ch¶y qua 
mÆt S trong mét ®¬n vÞ thêi gian lµ th«ng l­îng cña  tr­êng vËn tèc cña dßng n­íc 
ch¶y qua mÆt S  vµ ®­îc tÝnh theo c«ng thøc (1) hoÆc (2). 

Cho tr­êng vect¬ 𝐹
→

= 𝑃 𝑖
→

+ 𝑄 𝑗
→

+ 𝑅 𝑘
→

  trong miÒn 𝛺, ta gäi ®¹i l­îng v« h­íng  
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
 

lµ dive cña tr­êng vect¬ 𝐹
→

 t¹i ®iÓm M.  Ký hiÖu 𝑑𝑖𝑣 𝐹
→

(𝑀).  VËy 

                                     𝑑𝑖𝑣 𝐹
→

(𝑀) =
డ௉

డ௫
(𝑀) +

డொ

డ௬
(𝑀) +

డோ

డ௭
(𝑀).                             (3) 

VÝ dô 2: Cho tr­êng vect¬ 𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 𝑖
→

+ 𝑦𝑧 𝑗
→

− 𝑥𝑦 𝑘
→

. 

a) TÝnh dive  cña tr­êng vect¬  𝐹
→

 t¹i ®iÓm M(1; 1; 1). 
b) TÝnh th«ng l­îng qua phÝa ngoµi cña nöa mÆt cÇu 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 𝑅ଶ, 𝑧 ≥ 0. 

VÝ dô 3.(2022) TÝnh th«ng l­îng của  tr­êng vect¬ 

𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 2𝑥𝑧ଶ) 𝑖
→

+ (𝑦𝑧 + 2𝑥ଶ𝑦) 𝑗
→

+ (2𝑥ଶ𝑧 + 𝑦ଷ) 𝑘
→

 
 qua mÆt cầu  𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 1,  hướng ra ngoài. 

VÝ dô 4.(2014) TÝnh th«ng l­îng  tr­êng vect¬  𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥ଶ 𝑖
→

+ 𝑦ଶ 𝑗
→

+ 𝑧ଶ 𝑘
→

  

qua mÆt kín (𝑆)là biên của miền 𝑉: 0 ≤ 𝑧 ≤ ඥ1 − 𝑦ଶ, 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,  hướng ra ngoài. 
5.2.4. §Þnh lý  Ostrogratski 
§Þnh lý  Ostrogratski: Cho 𝛺 lµ miÒn kÝn giíi néi trong R3 cã biªn lµ mét mÆt S  

tr¬n tõng m¶nh. C¸c hµm 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) vµ c¸c ®¹o hµm riªng cÊp 
mét cña chóng liªn tôc trong miÒn chøa 𝛺, th× khi ®ã ta cã c«ng thøc 

𝐼 = ඵ𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦
ௌ

= ම ൬
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
൰

ఆ

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,                (4) 

trong ®ã tÝch ph©n mÆt lÊy theo phÝa ngoµi cña mÆt S. ( (4) ®­îc gäi lµ c«ng thøc 
Ostrogratski.) 

Chú ý.Tõ c«ng thøc Ostrogratski, nÕu 𝑃 = 𝑥, 𝑄 = 𝑦, 𝑅 = 𝑧  

                => 𝑉 =
ଵ

ଷ
∬ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

ௌ
   lµ thÓ tÝch cña miÒn  . 

VÝ dô 1.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ 𝑥ଷ𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦ଷ𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧ଷ𝑑𝑥𝑑𝑦
ௌ

  trong ®ã S lµ  phÝa 

trong mÆt cÇu 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 𝑎ଶ, 𝑎 > 0  

VÝ dô 2.  (20242)TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬
௫ௗ௬ௗ௭ା௬ௗ௫ௗ௭ା௭యௗ௫ௗ௬

௫మା௬మା௭మௌ
  trong ®ã S lµ  mặt 

biên xác định theo hướng pháp tuyến ngoài của miền  {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|1 ≤ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ≤ 4}.  
VÝ dô 3.  TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ 𝑥𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥ଶ𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑦ଶ𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

ௌ
, trong ®ã S lµ  biªn 

cña vËt thÓ x¸c ®Þnh bëi 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 2𝑥 ≤ 0,0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ, cã   h­íng ra ngoµi . 
VÝ dô 4. (20222) TÝnh  𝐼 = ∬ 𝑦ଶ𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑧ଶ𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

ௌ
, trong ®ã S lµ  phía 

trên của mặt nón  𝑧 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1 , khi nhìn từ chiều dương của trục  𝑂𝑧. 
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5.2.5. §Þnh lý  Stokes 
Ph¸t triÓn c«ng thøc Green trong kh«ng gian cho ta mèi liªn hÖ gi÷a tÝch ph©n 

®­êng lo¹i hai theo  mét ®­êng kÝn L víi tÝch ph©n mÆt lo¹i hai trªn mÆt cong ®Þnh 
h­íng S giíi h¹n bëi L. 

§Þnh lý  Stokes : Cho S lµ mét mÆt ®Þnh h­íng , tr¬n, biªn cña nã lµ mét đ­êng 
cong kÝn tr¬n tõng khóc vµ kh«ng tù c¾t. Gi¶ sö c¸c hµm 
𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) vµ c¸c ®¹o hµm riªng cÊp mét cña chóng liªn tôc 
trong miÒn chøa S, th× khi ®ã ta cã c«ng thøc 

ඵ ൬
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
൰

ௌ

𝑑𝑦𝑑𝑧 + ൬
𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
൰ 𝑑𝑥𝑑𝑧 + ൬

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰ 𝑑𝑥𝑑𝑦

= ර𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧
௅

                                                  (5) 

trong ®ã chiÒu lÊy tÝch ph©n trªn L ®­îc chän sao cho mét ng­êi ®i däc theo L, 
theo chiÒu ®ã nh×n thÊy mÆt S liÒn kÒ víi m×nh vÒ bªn tr¸i. 

C«ng thøc (5)  ®­îc gäi lµ c«ng thøc Stokes.  
VÝ dô 1.  TÝnh 𝐼 = ∫ (𝑥 − 𝑦ଷ)𝑑𝑥 + (𝑥ଷ + 𝑦)𝑑𝑦 + 𝑧𝑑𝑧

௅
, L lµ  giao cña c¸c mÆt 5𝑥ଶ +

𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 1, 𝑧 = 2𝑥, cã chiÒu ng­îc chiÒu kim ®ång hå nÕu nh×n vÒ phÝa trôc Oz. 
Chó ý: C«ng thøc Stokes (20) th­êng ®­îc dïng d­íi d¹ng liªn hÖ víi tÝch ph©n 

mÆt lo¹i mét: 

ර𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧
௅

= ඵ ൭൬
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
൰ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + ൬

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
൰ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + ൬

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰ 𝑐𝑜𝑠 𝛾൱ 𝑑𝑆

ௌ

. 

§Ó dÔ nhí c«ng thøc trªn cã thÓ ®­îc viÕt d­íi d¹ng ®Þnh thøc h×nh thøc: 

ර𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧
௅

= ඵ ተተ

𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛾
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑃 𝑄 𝑅

ተተ 𝑑𝑆,
ௌ

 

trong ®ã 𝑛→ = {𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑐𝑜𝑠 𝛽 , 𝑐𝑜𝑠 𝛾}    là vÐc t¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt cong ®Þnh h­íng S. 
VÝ dô 2.  TÝnh tÝch ph©n ®­êng 𝐼 = ∮ 𝑦𝑑𝑥 + 𝑧𝑑𝑦 + 𝑥𝑑𝑧

௅
,  trong ®ã L lµ  giao cña 

c¸c mÆt 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 1, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0, cã h­íng ng­îc chiÒu kim ®ång hå nh×n 
tõ h­íng d­¬ng cña trôc Ox. 

5.2.6. Hoµn l­u (lưu số),  vect¬ xo¸y (r«ta), trường ống, tr­êng thÕ, hµm thÕ vÞ 
Cho mÆt cong kÝn S lµ biªn cña miÒn 𝛺 ⊆ 𝑅ଷ, 𝑛→  lµ vect¬ ph¸p tuyÕn ngoµi  cña S 

th× th«ng l­îng lµ hiÖu cña l­îng chÊt láng ch¶y tõ trong ra vµ l­îng chÊt láng ch¶y 
tõ ngoµi vµo. NÕu 𝛷 > 0, cã nghÜa lµ l­îng chÊt láng tõ trong ra nhiÒu h¬n tõ ngoµi 
vµo, ®iÒu ®ã chøng tá  trong miÒn 𝛺 cã ®iÓm nguån. Ng­îc l¹i 𝛷 < 0, th×  l­îng chÊt  
láng tõ ngoµi vµo nhiÒu h¬n tõ trong ra, khi ®ã trong miÒn 𝛺 cã ®iÓm rß. 
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Ng­êi ta chøng minh ®­îc r»ng, víi tr­êng vect¬ 𝐹
→

(𝑀) trong miÒn 𝛺, t¹i ®iÓm 
𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) ∈ 𝛺: 

+ NÕu 𝑑𝑖𝑣 𝐹
→

(𝑀଴) > 0 th× ®iÓm 𝑀଴ lµ ®iÓm nguån. 

+ NÕu 𝑑𝑖𝑣 𝐹
→

(𝑀଴) < 0 th× ®iÓm 𝑀଴ lµ ®iÓm rß. 

+ NÕu víi ∀𝑀 ∈ 𝛺 mµ 𝑑𝑖𝑣 𝐹
→

(𝑀) = 0 th× tr­êng vect¬ 𝐹
→

(𝑀) gäi lµ tr­êng èng 
trong miÒn 𝛺. (tức là thông lượng đi vào bằng thông lượng đi ra) 

§Þnh nghÜa 1. Cho tr­êng vect¬ 

𝐹
→

= 𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑖
→

+ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑗
→

+ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑘
→

 
víi (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝛺, L lµ ®­êng cong kÝn n»m trän  trong 𝛺. Ta gäi  

ර𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧
௅

 

lµ hoµn l­u (lưu số) cña tr­êng vect¬ 𝐹
→

däc theo ®­êng cong kÝn L. Ký hiÖu lµ C. 
VËy                                         𝐶 = ∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧

௅
.                                      (6) 

Ký hiÖu 𝑑𝑠
ሱሮ

 lµ vect¬ n»m theo h­íng tiÕp tuyÕn d­¬ng cña ®­êng cong kÝn L  cã 

c¸c thµnh phÇn 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧 th×  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 = 𝐹
→

. 𝑑𝑠
ሱሮ

, do ®ã c«ng thøc (6) ®­îc 
viÕt l¹i d­íi d¹ng   

                                       𝐶 = ∮ 𝐹
→

. 𝑑𝑠
ሱሮ

௅
.                                                            (7)     

Cho tr­êng vect¬ 𝐹
→

= 𝑃 𝑖
→

+ 𝑄 𝑗
→

+ 𝑅 𝑘
→

. Vect¬ sau ®©y 

         𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

= ൬
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
൰ 𝑖

→
+ ൬

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
൰ 𝑗

→
+ ൬

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰ 𝑘

→
,             (8) 

®­îc gäi lµ vect¬ xo¸y (r«ta)  cña tr­êng vect¬ 𝐹
→

. 

Chú ý. Cách ghi nhớ    𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

= ൮

𝑖
→

𝑗
→

𝑘
→

డ

డ௫

డ

డ௬

డ

డ௭

𝑃 𝑄 𝑅

൲ 

Chú ý. Lưu số có thể viết dưới các dạng: 

𝑙 = ර𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 =
௅

= ඵ ൬
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
൰

ௌ

𝑑𝑦𝑑𝑧 + ൬
𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
൰ 𝑑𝑥𝑑𝑧 + ൬

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰ 𝑑𝑥𝑑𝑦;   

   𝑙 = ∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 =                                                                                           
௅

 

= ඵ ൭൬
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
൰ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + ൬

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
൰ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + ൬

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰ 𝑐𝑜𝑠 𝛾൱ 𝑑𝑆.

ௌ
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VÝ dô 1.(2017) Tính lưu số của  𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ)( 𝑖
→

+ 𝑗
→

+ 𝑘
→

), 
dọc theo  dao tuyến của hai mặt  𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 1 và  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1. 

VÝ dô 2. Cho tr­êng vect¬ 𝐹
→

= 𝑒௫𝑦 𝑖
→

+ (𝑒௫ + 𝑧) 𝑗
→

+ 𝑦 𝑘
→

. TÝnh 𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

. 

Ng­êi ta chøng minh ®­îc r»ng: Hoµn l­u cña tr­êng vect¬ 𝐹
→

däc theo ®­êng cong kÝn 

L b»ng th«ng l­îng cña tr­êng vect¬ xo¸y 𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

 qua mÆt cong S nµo ®ã cã biªn  L  

𝐶 = 𝛷 ⇒ ර 𝐹
→

. 𝑑𝑠
ሱሮ

௅

= ඵ𝑟௡𝑑𝑠
ௌ

 

trong ®ã 𝑟௡ = 𝑐ℎ௡→ 𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

,   𝑛→ lµ vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt cong S. 

§Ó hiÓu râ ý nghÜa cña 𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

  ta xÐt dßng n­íc ch¶y.Ta ®· biÕt  

න 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑
஺஻෢

𝑧 

biÓu thÞ c«ng sinh ra khi ®i däc theo cung 𝐴𝐵෢ . Trong ®iÒu kiÖn b×nh th­êng th× c«ng 
sinh ra trªn ®­êng cong kÝn b»ng 0. NÕu trong dßng ch¶y cã xo¸y t¹i ®iÓm 𝑀଴, L 
lµ ®­êng cong kÝn kh¸ nhá bao quanh 𝑀଴ th× c«ng sinh ra kh«ng b»ng 0 mµ h­íng 
cña L thuËn víi chiÒu xo¸y th× c«ng sinh ra lµ d­¬ng, ng­îc l¹i lµ ©m.  

Theo ý nghÜa ®ã , ng­êi ta nãi r»ng: nÕu 𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

(𝑀଴) = 0
→

 th× 𝑀଴ lµ ®iÓm kh«ng 

xo¸y, cßn nÕu  𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

(𝑀଴) ≠ 0
→

 th× 𝑀଴ lµ ®iÓm xo¸y. 

 Tr­êng vect¬ 𝐹
→

(𝑀) ®­îc gäi lµ tr­êng thÕ  trong miÒn 𝛺 nếu tồn tại trường 

vô hướng  𝑢 sao cho 𝑔𝑟𝑎𝑑
ሱ⎯⎯⎯ሮ

𝑢 = 𝐹
→

  trên 𝛺. Khi đó 𝑢 được gọi là hàm thế vị. 

Định lý. Điều kiện cần và đủ để tr­êng vect¬ 𝐹
→

= 𝐹
→

(𝑀) lµ một tr­êng thÕ  

trong miÒn 𝛺 là  𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

(𝑀) = 0
→

,  ∀𝑀 ∈ 𝛺.. 

 Nếu tr­êng vect¬ 𝐹
→

= 𝐹
→

(𝑀) lµ một tr­êng thÕ trong miÒn 𝛺  thì hàm thế vị 
𝑢 được xác định theo công thức 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = න 𝑃(𝑥, 𝑦଴, 𝑧଴)𝑑𝑥
௫

௫బ

+ න 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧଴)𝑑𝑦
௬

௬బ

+ න 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
௭

௭బ

+ 𝐶 

trong đó 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) ∈ 𝛺. 
Ví dụ 3 .(2023) Chứng minh rằng  

𝐹
→

= 𝑒ଶ௫(6𝑦ଶ − 10𝑧ଷ) 𝑖
→

+ (6𝑦𝑒ଶ௫ + 4𝑧ଶ) 𝑗
→

+ (8𝑦𝑧 − 15𝑧ଶ𝑒ଶ௫) 𝑘
→

 

 là trường thế. Tìm hàm thế vị của 𝐹
→

. 

Ví dụ 4.(2022) Cho trường vecto    𝐹
→

= 2𝑥 𝑖
→

+ (𝑒௬𝑧 + 3𝑦ଶ𝑧) 𝑗
→

+ (𝑒௬ + 𝑦ଷ) 𝑘
→

   

Tính  𝑟𝑜𝑡
ሱ⎯ሮ

𝐹
→

 và  tìm hàm thế vị của 𝐹
→

(nếu có). 
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Bài tập 
1. (2023CK)  TÝnh tÝch ph©n  mặt  𝐼 = ∬ (𝑧 + 2)𝑑𝑆

ௌ
 trong ®ã S lµ phÇn mÆt nãn 

𝑧 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ với 1 ≤ 𝑧 ≤ 3.      ĐS. 𝐼 = √2 ∫ 𝑑𝜙. ∫ )𝑟 + 2)𝑟
ଷ

ଵ

ଶగ

଴
𝑑𝑟 =

గଵ଴଴√ଶ

ଷ
. 

2. (2022CK)  TÝnh  𝐼 = ∬ (𝑥 +
ଷ௬

ଶ
+

௭

ଶ
+ 1)ଶ𝑑𝑆

ௌ
 với  𝑆: 2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 6, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥

0, 𝑧 ≥ 0,  ĐS 48√48 
3. (2021CK)   TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ (𝑥ଷ + 𝑦ସ𝑧  )𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦ଷ𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑧ଷ𝑑𝑥𝑑𝑦

ௌ
, trong 

®ã S lµ  mÆt cÇu    4𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 4, 𝑥 ≥ 0 cã h­íng theo chiều dương trục Oz. 

ĐS. 𝐼 = 3 ∫ 𝑑𝜙 ∫ 𝑑𝜃
గ/ଶ

଴

ଶగ

଴ ∫ (4𝑟ଶ − 3𝑟ଶ𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃)4𝑟ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝑟
ଵ

଴
=

଻ଶగ

ହ
. 

4. (2022CK)   TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ 𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥ଷ𝑑𝑥𝑑𝑧 + 3𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
ௌ

, trong ®ã S lµ 

mÆt phía dưới trụ 𝑧 = 𝑥ଶ giới hạn bởi các mặt 𝑦 = 0,  𝑦 = 1 − 𝑧 khi nhìn theo 
h­íng dương trục Oz. ĐS =0 

5. (2019CK)   TÝnh tÝch ph©n  𝐼 = ∬ 𝑦ଶ𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑥𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥ଶ𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
ௌ

, trong ®ã S 

lµ phía trên của mÆt  𝑧 = 1 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0 . 

ĐS. 𝐼 = ∫ 𝑑𝜙 ∫ 𝑑𝑟
ଵ

଴

గ/ଶ

଴ ∫ (𝑟ଶ + 𝑧)𝑟𝑑𝑧
ଵି௥మ

଴
=

గ

ଵଶ
. 

6. (2023) TÝnh th«ng l­îng của  tr­êng vect¬ 𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) 𝑖
→

− 2𝑦 𝑗
→

+

(𝑧ଶ + 1) 𝑘
→

. qua phần mÆt cÇu 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 1, 𝑧 ≥ 0, hướng lên trên. 

HD. 𝛷 = ∬ −
ௌ∪ௌబ

∬ = 𝐼ଵ − 𝐼ଶௌబ
.   𝛷 = 𝐼ଵ − 𝐼ଶ =

ହగ

଺
 

7. (2023) Cho (𝑆) là biên của miền Ω: 1 ≤ 𝑧 ≤ 4 −  𝑥ଶ − 𝑦ଶ,  hướng ra ngoài. TÝnh 

th«ng l­îng của  tr­êng vect¬ 𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥ଷ 𝑖
→

+ 𝑦ଶ𝑧 𝑗
→

+ 𝑥𝑦𝑧 𝑘
→

  qua mÆt (𝑆). 

HD.  𝐼 =
ଷ

ଶ
∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑑𝑟

√ଷ

଴

ଶగ

଴ ∫ 𝑟ଶ. 𝑟𝑑𝑧 =
ସି௥మ

଴

ଶ଻గ

ସ
 

8. (2023)T×m ®¹o hµm theo h­íng 𝑙
→

  cña hµm 𝑢 = ln (𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑦𝑧) t¹i ®iÓm 

𝐴(1; 1; 1) víi  𝑙
→

= 𝐴𝐵
ሱ⎯ሮ

  và 𝐵(−1; 2; 3). 

HD.   
డ௨

డ ௟
→ = (𝑔𝑟𝑎𝑑

ሱ⎯⎯⎯ሮ
𝑢, 𝑙

→
) =

ଶ

ଷ

ିଶ

ଷ
+

ଷ

ଷ

ଵ

ଷ
+

ଵ

ଷ

ଶ

ଷ
=

ଵ

ଽ
 

9. (2023) TÝnh th«ng l­îng của  tr­êng vect¬  

𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑦ଶ − 3𝑧ଶ) 𝑖
→

+ (2𝑥 − 𝑧ଷ) 𝑗
→

+ (𝑥ଶ𝑧 + 𝑦ଶ) 𝑘
→

 
qua mÆt kín (𝑆)là biên của miền 𝑉: 0 ≤ 𝑧 ≤ 1 −  𝑥ଶ − 𝑦ଶ,  hướng ra ngoài.. 

HD.  𝐼 = ∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑑𝑟
ଵ

଴

ଶగ

଴ ∫ 𝑟ଶ. 𝑟𝑑𝑧 = 2𝜋 ∫ 𝑟ଷ(1 − 𝑟ଶ)𝑑𝑟
ଵ

଴
=

ଵି௥మ

଴

గ

଺
 

10. (2021) Cho  tr­êng vect¬ 

𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥(𝑦 + 𝑧) 𝑖
→

+ 𝑦(𝑧 + 2𝑚𝑥) 𝑗
→

+ 𝑧(𝑥 + 𝑦) 𝑘
→

,  m là tham số. Gọi 𝐿  là 

giao của  mặt 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2𝑦 và mặt 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 9, 𝑧 ≥ 0. Tìm m để lưu số của 𝐹
→
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dọc theo 𝐿 (hướng ngược chiều kim đồng hồ nếu nhìn từ phía dương của trục 𝑂𝑧) 
bằng không. 

HD.   𝑙 = ∬ (2𝑚 − 1)𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
஽

= (2𝑚 − 1) ∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑟ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑑𝑟
ଶ௦௜௡ఝ

଴

గ

଴
= (2𝑚 − 1)𝜋 

Vậy  𝑙 = 0 ⇔ 𝑚 =
ଵ

ଶ
. 

11. (2021) T×m hướng mà tại 𝐴(1; 1; 1) hµm số  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥ଶ + 2𝑥ଶ𝑦 + 𝑦𝑧  giảm 
nhanh nhất. Tính đạo hàm theo h­íng  này tại A . 

HD.   
డ௨(ெ)

డ ௟
→ = 𝑔𝑟𝑎𝑑

ሱ⎯⎯⎯ሮ
𝑓(𝐴).

௟
→

ቚ ௟
→

ቚ
= 6.

ି଺

√ସ଺
+ 3.

ିଷ

√ସ଺
+ 1. .

ିଵ

√ସ଺
= −√46. 

12. (2021) Trường véc tơ  

𝐹
→

= (3𝑥ଶ𝑦 + 2𝑧ଶ) 𝑖
→

+ (𝑥ଷ + 6𝑦) 𝑗
→

+ (4𝑥𝑧 + 𝑒௭) 𝑘
→

 

Có phải là trường thế không?. Tìm hàm thế vị của 𝐹
→

 (nếu có). 

HD. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 0𝑑𝑥
௫

଴
+ ∫ (𝑥ଷ + 6𝑦)𝑑𝑦

௬

଴
+ ∫ (4𝑥𝑧 + 𝑒௭)𝑑𝑧

௭

଴
+ 𝐶 

= 𝑥ଷ𝑦 + 3𝑦ଶ + 2𝑥𝑧ଶ + 𝑒௭ + 𝐶 

13. (2017) Cho tr­êng vect¬  𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑦ଶ + 𝑧) 𝑖
→

+ (𝑥𝑦ଶ + 𝑧) 𝑗
→

 . TÝnh 

th«ng l­îng của 𝐹
→

 qua mÆt paraboloid 𝑆: 𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ  với 𝑧 ≤ 1,  hướng lên trên. 

HD. 𝑙 = ∬
ଷ

√ଷ
⟦(𝑦ଶ − 𝑧ଶ) + (𝑧ଶ − 𝑥ଶ) + (𝑥ଶ − 𝑦ଶ)𝑑𝑥𝑑𝑦⟧

ௌ
= 0 

14. (2017)   Chứng minh trường véc tơ  

𝐹
→

= 𝑒௫మା௬మା௭మ
{(2𝑥ଶ𝑦𝑧 + 𝑦𝑧) 𝑖

→
+ (2𝑦ଶ𝑥𝑧 + 𝑥𝑧) 𝑗

→
+ (2𝑧ଶ𝑦𝑥 + 𝑥𝑦) 𝑘

→
} 

là trường thế không. Tìm hàm thế vị. 

HD. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧𝑒௫మା௬మା௭మ
+ 𝐶. 

15. (2014). Cho hµm 𝑢 = 𝑥ଷ + 2𝑦𝑧ଶ + 3𝑥𝑦𝑧. TÝnh ®¹o hµm 
డ௨ 

డ௡→
(𝐴) trong đó   𝑛→  

là vec tơ pháp tuyến hướng ra ngoài của mặt cầu  𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 3  tại điểm  
𝐴(1; 1; 1). 

HD.   డ௨

డ ௡→
= ቀ𝑔𝑟𝑎𝑑

ሱ⎯⎯⎯ሮ
𝑢, 𝑛→ቁ = 6.

ଵ

√ଷ
+ 5.

ଵ

√ଷ
+ 7.

ଵ

√ଷ
= 6√3. 

16. (2014) TÝnh th«ng l­îng của  tr­êng vect¬ 

𝐹
→

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑐𝑜𝑠𝑧 + 𝑥𝑦ଶ) 𝑖
→

+ 𝑥𝑒ି௭ 𝑗
→

+ (𝑥ଶ𝑧 + 𝑦) 𝑘
→

 

qua mÆt kín (𝑆)là biên của miền 𝑉: ඥ𝑥ଶ +  𝑦ଶ ≤ 𝑧 ≤ 2,  hướng ra ngoài.. 

HD.   𝐼 = ∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑑𝑟
ଶ

଴

ଶగ

଴ ∫ 𝑟ଶ. 𝑟𝑑𝑧 = 2𝜋 ∫ ((2𝑟ଷ − 𝑟ସ))𝑑𝑟
గ

଴
=

ଶ

௥

ଵ଺గ

ହ
 

17. (2014)   Chứng minh trường véc tơ  

𝐹
→

= (3𝑥ଶ𝑦 + 2𝑧ଶ) 𝑖
→

+ (𝑥ଷ + 6𝑦) 𝑗
→

+ (4𝑥𝑧 + 𝑒௭) 𝑘
→

} 
là trường thế . Tìm hàm thế vị. 
HD.  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥ଷ𝑦 + 2𝑥𝑧ଶ + 3𝑦ଶ + 𝑒௭ + 𝐶. 


