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Ch­¬ng  1 
PHÉP TÍNH VI PHÂN HÀM MỘT BIẾN SỐ 

I. Hàm một biến số 
1.1. Sè thùc 
1.1.1. Mét sè ký hiÖu to¸n häc cÇn thiÕt. 
  TËp hîp A = { 𝑥 |𝑠𝑎𝑜 𝑐ℎ𝑜 𝑥 𝑐ó 𝑡í𝑛ℎ  𝑐ℎấ𝑡 𝑃 𝑛à𝑜 đó} - ®äc lµ: tËp hîp A bao gåm c¸c phÇn tö 𝑥 

cã tÝnh chÊt P  nµo ®ã. 
    𝑥  A  ®äc lµ  víi mäi phÇn tö 𝑥 ®Òu thuéc tËp hîp A. 
    y  B  ®äc lµ tån t¹i phÇn tö 𝑦 kh«ng thuéc tËp hîp 𝐵. 
   A  B   ®äc   A lµ tËp hîp con cña tËp hîp 𝐵, hay tËp hîp 𝐵 chøa tËp hîp A. 
   :=    ®­îc ®Þnh nghÜa lµ (hay cã nghÜa lµ). 
   A  B ®äc lµ A kÐo theo 𝐵 hay A lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó cã 𝐵. 
   A  B ®äc A lµ ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cña 𝐵. 
1.1.2. TËp hîp sè thùc  
   1) TËp hîp sè tù nhiªn 𝑵 ∶=    𝑵 =   0, 1,2, … . ,    𝑵ା = 𝑵\{0} 
   2) TËp hîp sè nguyªn  𝐙 ∶=    𝒁 =  0, 1, 2, … . . 

   3) TËp hîp sè h÷u tû   𝑸 ∶=   𝑸 =  ቄ
௣

௤
|𝑝, 𝑞 ∈ 𝑍, 𝑞 ≠ 0ቅ. 

  Mäi sè h÷u tû ®Òu cã thÓ viÕt ®­îc d­íi d¹ng sè thËp ph©n h÷u h¹n hay v« h¹n nh­ng tuÇn 
hoµn vµ ng­îc l¹i. 

VÝ dô 1. Sè   ସ

ହ
=  0,8;  ng­îc l¹i  0,8 =

଼

ଵ଴
=  

ସ

ହ
.  

VÝ dô 2. Sè 𝑎 =
ସ

ଷ
=  1,333 … . = 1, 3ሜ   lµ sè thËp ph©n v« h¹n tuÇn hoµn. 

   4) Sè thËp ph©n v« h¹n kh«ng tuÇn hoµn gäi lµ sè v« tû, ®ång thêi sè v« tû kh«ng  thÓ viÕt 
®­îc  d­íi d¹ng tû sè  cña hai sè nguyªn. 

VÝ dô 3. C¸c sè √2 = 1,41419 … … ;  =  3,14159 … …  lµ c¸c sè thËp ph©n v« h¹n kh«ng tuÇn 
hoµn vµ gäi lµ c¸c sè v« tû. 

  5) TËp hîp c¸c sè h÷u tû vµ v« tû gäi lµ tËp hîp sè thùc vµ ký hiÖu lµ 𝑹.  
Nh­ vËy  𝑵  𝒁  𝑸  𝑹. 
1.1.3. Trôc sè thùc: XÐt ®­êng th¼ng, lÊy ®iÓm O lµm gèc, bªn ph¶i gèc O lµ mét chiÒu d­¬ng, 

ng­îc l¹i lµ chiÒu ©m (H×nh 1.1).  
               
 
                                                                H×nh 1.1              
1.1.4. TrÞ tuyÖt ®èi cña sè thùc, kho¶ng, ®o¹n sè thùc. 
§Þnh nghÜa 1.1.1. Víi sè thùc 𝑎  𝑹. Ta gäi trÞ tuyÖt ®èi cña sè 𝑎 lµ sè thùc kh«ng ©m, ký 

hiÖu: 

|𝑎| = ቄ
   𝑎     𝑛ế𝑢 𝑎 ≥ 0
−𝑎     𝑛ế𝑢  𝑎 < 0

 

VÝ dô 4.  |5| =  5;      |−7| =  −(−7) =  7. 
Mét sè  tÝnh chÊt cña trÞ sè tuyÖt ®èi 

|𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|,   |𝑎 − 𝑏| ≥ |𝑎| − |𝑏|, 

|𝑎𝑏| = |𝑎||𝑏|,             ቚ௔

௕
ቚ =

|௔|

|௕|
,    (𝑏  0). 

Mét sè  ký hiÖu 
𝑥  (a, b)     a < x <  b  ®äc lµ kho¶ng (a, b). 
x  [a, b]    a   x   b   ®äc lµ ®o¹n  [a, b] . 

O M 
    R 
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x  (a, b]    a <  x  b ®äc lµ ®o¹n hë bªn tr¸i (a, b]. 
𝑥  𝑹   −  < 𝑥 < + . 

Ta còng cã:  |𝑥 − 𝑎| <   −   < 𝑥 − 𝑎 <     𝑎 −  < 𝑥 < 𝑎 + . 

                       |𝑥 − 𝑎| >     ቂ
𝑥 −  𝑎 >  𝛼   
𝑥 −  𝑎 <  − 𝛼

 .  

1.1.5. TËp hîp bÞ chÆn. Nguyªn lý cËn trªn ®óng, cËn d­íi ®óng 
§Þnh nghÜa 1.1.2. Cho tËp sè thùc A   𝐑. 
    1) TËp hîp A gäi lµ bÞ chÆn trªn, nÕu  M  𝐑 sao cho  x A  x  M. Trong tr­êng hîp nµy 

ta còng nãi M lµ cËn trªn cña tËp hîp A. 
    2) TËp hîp B gäi lµ bÞ chÆn d­íi nÕu  m  𝐑 sao cho y  B  y  m Trong tr­êng hîp nµy 

ta còng nãi m lµ cËn d­íi cña tËp hîp B. 
    3) TËp hîp A võa bÞ chÆn trªn võa bÞ chÆn d­íi gäi lµ tËp hîp bÞ chÆn (hay tËp hîp giíi néi). 
Trong tr­êng hîp tËp hîp A bÞ chÆn trªn bëi sè M,  vµ M lµ mét cËn trªn, sè M* nhá nhÊt trong 

tËp hîp tÊt c¶ c¸c cËn trªn cña tËp hîp A ®­îc gäi lµ cËn trªn ®óng cña tËp hîp A.  
Ký hiÖu M∗ =  suf A (®äc lµ suprªmum). 
T­¬ng tù sè m* lµ sè lín nhÊt trong tÊt c¶ c¸c cËn d­íi cña tËp hîp B ®­îc gäi lµ cËn d­íi 

®óng cña tËp hîp B vµ ký hiÖu: m∗ =  infB (®äc lµ anhphimum). 
NÕu sè  𝑀∗  A th× 𝑀∗ = max A (cùc ®¹i) vµ nÕu sè m∗  B th×  m∗  = min A (cùc tiÓu). 

Nh­ vËy sè max vµ min th× thuéc tËp hîp ®ã, cßn suf vµ inf cã thÓ kh«ng thuéc tËp hîp ®ang xÐt. 
VÝ dô 5. XÐt A = x | x <  1 . 
TËp hîp nµy kh«ng tån t¹i  max A, còn  suf A =  1 (lµ cËn trªn ®óng cña tËp hîp A). 
§èi víi  B =   x | x   1 th×  max B =  suf B =  1. 
1.2. Giíi h¹n cña d·y sè thùc 
§Þnh nghÜa 1.2.1. XÐt d·y sè thùc  𝑥௡ 𝑛 =  0, 1, 2, … Sè 𝑎 ®­îc gäi lµ giíi h¹n cña d·y sè 

 𝑥௡ nÕu  >  0 cho tr­íc,  𝑛଴ () 𝑁∗: 𝑛 > 𝑛଴|𝑥௡ − 𝑎| < 𝜀. 
 Ký hiÖu 𝑙𝑖𝑚

௡→∞
𝑥௡ = 𝑎  hay 𝑥௡  𝑎 khi 𝑛  . 

Trong tr­êng hîp 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑥௡ = 𝑎 (h÷u h¹n) ta còng nãi d·y  𝑥௡ héi tô tíi 𝑎,  cßn 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑥௡ kh«ng 

tån t¹i hay cã giíi h¹n lµ v« h¹n () th× ta nãi d·y  𝑥௡ ph©n kú. 

 VÝ dô 1.  Chøng minh r»ng lim
௡→ஶ

ଶ௡ିଵ

ଷ௡ାଶ
=

ଶ

ଷ
. 

§Þnh nghÜa 1.2.2.  D·y  𝑥௡, 𝑛 =  0, 1, 2, … cã giíi h¹n lµ v« h¹n nÕu 𝑀 >  0 ®ñ lín cho tr­íc, 

 𝑛଴(𝑀): 𝑛 >  𝑛଴ |𝑥௡|  >  𝑀 .       Ký hiÖu lµ 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑥௡=. 

VÝ dô 2 . XÐt d·y sè 𝑥௡  =  2𝑛 +  3 th× 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑥௡ = + . 

§Þnh lý 1.2.1. NÕu d·y sè {𝑥௡} tån t¹i giíi h¹n th× giíi h¹n ®ã lµ duy nhÊt. 
§Þnh lý 1.2.2. Gi¶ sö c¸c d·y sè {𝑥௡} vµ {𝑦௡} tån t¹i c¸c giíi h¹n 𝑙𝑖𝑚

௡→ஶ
𝑥௡ =  𝑎, 𝑙𝑖𝑚

௡→ஶ
𝑥௡ =  𝑏 th×: 

1) 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

(𝑥௡ ± 𝑦௡) = 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑥௡ ± 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑦௡ = 𝑎 ± 𝑏, 

2) 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

(𝑥௡. 𝑦௡) = 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑥௡. 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑦௡ = 𝑎. 𝑏, 

3) 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

௫೙

௬೙
=

௟௜௠
೙→∞

௫೙

௟௜௠
೙→∞

௬೙
=

௔

௕
,    (𝑏 ≠ 0). 

4) Nếu  𝑥௡  𝑦௡    𝑛 >  𝑛଴ th× a  b. 
Chó ý : 𝑙𝑖𝑚

௡→∞
𝐶 = 𝐶, 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Tõ ®Þnh lý nµy, cã thÓ s¶y ra tr­êng hîp ∞ − ∞, 0. ∞,    
ஶ

ஶ
,   

଴

଴
 gäi lµ d¹ng bÊt ®Þnh.  
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§Þnh lý 1.2.3. Cho ba  dãy sè {𝑥௡},{𝑦௡},{𝑧௡}  vµ nÕu  
i) 𝑥௡ 𝑦௡ 𝑧௡, 𝑛 >  𝑛଴, 
ii)  𝑙𝑖𝑚

௡→∞
𝑥௡ =  𝑎,  𝑙𝑖𝑚

௡→ஶ
 z௡ =  𝑎, 

 th× 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑦௡ = 𝑎. 

§Þnh lý 1.2.4. NÕu d·y sè {𝑥௡} tho¶ mãn c¸c ®iÒu kiÖn 
i) d·y  {𝑥௡} ®¬n ®iÖu t¨ng := 𝑥௡ାଵ  ≥  𝑥௡ 𝑛 >  𝑛଴, 
ii) d·y   {𝑥௡} bÞ chÆn trªn := 𝑥௡ ≤ 𝑀  𝑛 >  𝑛଴ 

th× d·y sè {𝑥௡} tån t¹i giíi h¹n. 
    Cßn nÕu 

i)  d·y {𝑥௡} ®¬n ®iÖu gi¶m := 𝑥௡ାଵ  𝑥௡ 𝑛 >  𝑛଴, 
ii) d·y {𝑥௡} bÞ chÆn d­íi := 𝑥௡ ≥ 𝑚  𝑛 >  𝑛଴, 

th× d·y sè {𝑥௡} tån t¹i giíi h¹n. 
VÝ dô 3.  T×m c¸c giíi h¹n cña c¸c d·y sè sau: 

   𝑥௡ =
௡

√௡మା௡
;  𝑦௡ =

௡

√௡మାଵ
     (d¹ng 

ஶ

ஶ
);  𝑧௡ =

ଵ

√௡మାଵ
+

ଵ

√௡మାଶ
+ ⋯ . +

ଵ

√௡మା௡
   (d¹ng 0. ∞). 

Ngoµi c¸c d¹ng bÊt ®Þnh trªn, ta cßn gÆp mét sè d¹ng kh¸c: 0଴, ∞଴, 1ஶ, 0ஶ. 
VÝ dô 4. Chøng minh r»ng 𝑙𝑖𝑚

௡→∞
√𝑛
೙

= 1.   (∞଴).   

Gi¶i:  𝑥௡ = √𝑛
೙

= 𝑛
భ

೙  .  

Ta cã  1  √𝑛
೙  = 

n

nn
nn

n

n
n





sè

sè

2

2

1......1
1....1.1..






 =  

ଶ√௡ା(௡ିଶ)

௡
    (BĐT  Cauchy).  

Hay    1  √𝑛
೙

≤
ଶ

√௡
+ 1 −

ଶ

௡
 mµ 𝑙𝑖𝑚

௡→ஶ

ଶ

√௡
+ 1 −

ଶ

௡
= 1,  VËy 𝑙𝑖𝑚

௡→∞
√𝑛
೙

= 1. 

VÝ dô 5. Cho d·y sè 𝑥ଵ = √2,𝑥ଶ = ඥ2 + √2,… 𝑥௡ = 


sè1

2.....22



n

. 

H·y chøng minh  d·y {𝑥௡} tån t¹i giíi h¹n vµ t×m 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑥௡. 

Gi¶i: Ta sÏ  chØ ra r»ng d·y {𝑥௡} ®¬n ®iÖu t¨ng vµ bÞ chÆn trªn th× tån t¹i giíi h¹n.  

ThËt vËy  𝑥ଵ =  √2 < 2; 𝑥ଶ  =  ඥ2 + √2  <  √2 + 2  =  2. 
 B»ng quy n¹p, gi¶ sö ®óng víi  𝑛 =  𝑘  =  𝑥௞  <  2, ta chØ ra ®óng víi 𝑛 =  𝑘 +  1.  
Ta cã 𝑥௞ାଵ = ඥ2 + 𝑥௞ < √2 + 2 = 2,  do ®ã  d·y 𝑥௡ bÞ chÆn trªn bëi sè 2. 

D·y {𝑥௡}  lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng v×  𝑥௡ାଵ = ඥ2 + 𝑥௡ > ඥ𝑥௡ + 𝑥௡ = ඥ2𝑥௡ > ඥ𝑥௡. 𝑥௡ = 𝑥௡. 

Ta t×m 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑥௡. Gi¶ sö 𝑙𝑖𝑚
௡→ஶ

𝑥௡ =  𝑎 > 0.  Tõ 𝑥௡ାଵ = ඥ2 + 𝑥௡ 

          𝑥௡
ଶ + 1 =  2 +  𝑥௡  𝑎ଶ =  2 +  𝑎  𝑎 = ቄ

−1  (𝐿𝑜ạ𝑖)
2             

 .  VËy 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑥௡ = 2. 

VÝ dô 6.(2017N1) Xét sự hội tụ và tìm giới hạn (nếu có) của dãy số {𝑥௡}:  

𝑥ଵ > 0, 𝑥௡ାଵ =
1

2
 ൬𝑥௡ +

1

𝑥௡
൰ , 𝑛 ≥ 1 

1.3. Hµm sè mét biÕn sè 
1.3.1. Mét sè kh¸i niÖm 
§Þnh nghÜa 1.3.1. Cho hai tËp hîp kh¸c rçng 𝑋  𝑹, 𝑌  𝑹. NÕu mçi phÇn tö  𝑥  𝑋, theo mét 

quy luËt x¸c ®Þnh, ®Æt t­¬ng øng víi mét vµ chØ mét phÇn  tö  𝑦𝑌, th× ta nãi trªn tËp hîp X cho 
hµm sè f (hay ¸nh x¹ f) cã tËp hîp gi¸ trÞ trªn  Y. 

Ký hiÖu lµ 𝑓 ∶ 𝑋  𝑌 hay 𝑥  𝑋, 𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑌.  
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TËp hîp X gäi lµ miÒn x¸c ®Þnh (MX§) cña hµm sè  𝑓(𝑥), ký hiÖu lµ D(f); cßn tËp hîp Y gåm 
c¸c sè cã d¹ng 𝑦 = 𝑓(𝑥) gäi lµ miÒn gi¸ trÞ (MGT) cña hµm sè 𝑓(𝑥); ký hiÖu lµ R(f). 

 MiÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè trong c¸c tr­êng hîp ®¬n gi¶n lµ:  
 Kho¶ng (kho¶ng më) (𝑎, 𝑏) ℎ𝑎𝑦 𝑎 <  𝑥 <  𝑏. 
 §o¹n (kho¶ng ®ãng) [𝑎, 𝑏]ℎ𝑎𝑦 𝑎  𝑥  𝑏. 
 Kho¶ng ®ãng bªn ph¶i (𝑎, 𝑏] ℎ𝑎𝑦 𝑎 <  𝑥  𝑏. 
 Kho¶ng nöa v« h¹n  (𝑎, +)ℎ𝑎𝑦 𝑎 <  𝑥 <  +. 
 Kho¶ng v« h¹n   (− , + )ℎ𝑎𝑦 −   <  𝑥 <  +. 

MX§ còng cã thÓ lµ hîp cña mét sè kho¶ng hay ®o¹n,…. 
§å thÞ cña hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) lµ quü tÝch c¸c ®iÓm cña mÆt ph¼ng xOy víi c¸c to¹ ®é lµ 

൫𝑥, 𝑓(𝑥)൯, 𝑥  𝑋. 
VÝ dô 1. Tìm miền xác định, miền giá trị của các hàm số sau: 

a) 𝑓(𝑥) =  3𝑥 +  3,   

b) 𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥ଶ,  

c) 𝑓(𝑥) = arccos ቀln
ଵ

௫
ቁ (2022N1)  ,    

d) 𝑓(𝑥) = arccos(𝑒௫),  (2017N1)   

e) 𝑓(𝑥) = √2𝑥 − 1 + 4 arcsin
ଷ௫ିଵ

ଶ
,   (2017N1)    

+ 𝑓(𝑥) cã MX§  𝑋 = [−𝑙, 𝑙]hay𝑋 = (−𝑙, 𝑙) 𝑹 gäi lµ hµm sè ch½n nÕu 𝑓(−𝑥) =  𝑓(𝑥), víi 
𝑥  𝑋. 

+ 𝑓(𝑥) cã MX§ 𝑋 = [−𝑙, 𝑙]hay   𝑋 = (−𝑙, 𝑙) 𝑹 gäi lµ hµm sè lÎ nÕu 𝑓(−𝑥) =  −𝑓(𝑥), víi 
 𝑥  𝑋. 

 Hµm 𝑓(𝑥) gäi lµ hµm tuÇn hoµn trªn tËp X nÕu tån t¹i sè d­¬ng T sao cho 𝑥, 𝑥 + 𝑇  𝑋 
(MX§) ta cã ®¼ng thøc   𝑓(𝑥 + 𝑇) =  𝑓(𝑥).    Sè T gäi lµ chu kú cña hµm sè. Chu kú c¬ së cña hµm 
sè lµ sè d­¬ng T bÐ nhÊt cã tÝnh chÊt trªn. 

 §å thÞ hµm sè ch½n ®èi xøng qua trôc tung. 
 §å thÞ hµm sè lÎ ®èi xøng qua gèc to¹ ®é 𝑂(0; 0). 
 §å thÞ hµm sè tuÇn hoµn lÆp l¹i sau mçi chu kú. 

VÝ dô 2. Xét tính chẵn lẻ của các hàm số sau: 

a) 𝑓(𝑥)  =  cos
ଶ௫

ଷ
 

b) 𝑓(𝑥) = lg൫𝑥 + √1 + 𝑥ଶ൯.. 

c) 𝑓(𝑥) =  sin6𝑥 +  tan4𝑥 .  

d) 𝑓(𝑥) = √5 − 𝑥
ఱ

+ √5 + 𝑥
ఱ .  (2019N2) 

e) 𝑓(𝑥) = √2 − 𝑥 + √2 + 𝑥.  (2022N1)   
Cho hµm sè  𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh trªn X: 
 NÕu 𝑥ଵ, 𝑥ଶ  𝑋,   𝑥ଵ < 𝑥ଶ 𝑓(𝑥ଵ) <  𝑓(𝑥ଶ),   ൫𝑓(𝑥ଵ)  ≤ 𝑓(𝑥ଶ)൯  gäi lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng 

(kh«ng gi¶m) trªn X. 
 NÕu 𝑥ଵ, 𝑥ଶ  𝑋,   𝑥ଵ < 𝑥ଶ 𝑓(𝑥ଵ) >  𝑓(𝑥ଶ),   ൫𝑓(𝑥ଵ)  ≥ 𝑓(𝑥ଶ)൯ gäi lµ hµm ®¬n ®iÖu gi¶m 

(kh«ng t¨ng) trªn  X. 
 Hµm ®¬n ®iÖu chØ t¨ng hoÆc gi¶m trªn MX§ X gäi chung lµ hµm ®¬n ®iÖu. 
 Hµm sè t¨ng trªn MX§ X cßn gäi lµ hµm sè ®ång biÕn . 
 Hµm sè gi¶m trªn MX§ X cßn gäi lµ hµm sè nghÞch biÕn. 

VÝ dô 3. Xét tính đơn điệu của hàm sè 𝑓(𝑥)  =  𝑥ଷ  +  3𝑥 +  5. 
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1.3.2. Hµm sè hîp 
§Þnh nghÜa 1.3.2. Cho 3 tËp hîp 𝑋  𝑹 ;  𝑌  𝑹;   𝑍  𝑹. Víi mçi 𝑥  𝑋  cho ta mét vµ chØ mét  

𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑌𝑣ớ𝑖 𝑚ộ𝑡 𝑦  𝑌 cho ta mét vµ chØ mét 𝑧 = 𝑔(𝑦)𝑍, => 𝑧 =  𝑔(𝑦) =  𝑔[𝑓(𝑥)] =

ℎ(𝑥) 𝑍 𝑣ơ𝑖  𝑥  𝑋,  gäi lµ hµm sè hîp cña hµm sè g vµ hµm sè f, x lµ sè ®éc lËp, 𝑦 =  𝑓(𝑥) lµ biÕn 
sè trung gian. Hµm sè hîp ℎ(𝑥) cßn ký hiÖu lµ ℎ(𝑥) =  𝑔𝑜𝑓(𝑥) vµ h lµ ¸nh x¹  X  Z. 

Chó ý: 𝑔[𝑓(𝑥)] 𝑓[𝑔(𝑥)]. 
VÝ dô 4.  Cho  𝑋 = 𝑌 =  𝑍 = 𝐑    vµ  𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥ଶ  +  2;   𝑦 = 𝑔(𝑥) = 2௫ ., 
1.3.3. Hµm sè ng­îc 
§Þnh nghÜa 1.3.3. Cho  𝑋  𝑹 ;  𝑌  𝑹.  
Song ¸nh𝑓: 𝑋  𝑌, 𝑥 𝑋, 𝑥  ↦  𝑦 =  𝑓(𝑥) 𝑌 (sù t­¬ng øng 1-1 gi÷a c¸c phÇn tö  𝑥 𝑋 vµ c¸c 

phÇn tö  𝑦  𝑌). NÕu  víi  mçi  𝑦  𝑌  t­¬ng  øng  x¸c ®Þnh ®­îc 𝑥 =  𝑔(𝑦)  𝑋  th× hµm sè g  ®­îc 
gäi lµ hµm sè ng­îc cña hµm sè f.  

Ký hiÖu  𝑔 =  𝑓 ିଵ ∶  𝑌  𝑋, 𝑛𝑔ℎĩ𝑎 𝑙à 𝑓 ିଵ: 𝑦 ↦  𝑥 =  𝑓 ିଵ(𝑦)  𝑋. 
Tõ ®Þnh nghÜa ta suy ra, nÕu  𝑦 =  𝑓(𝑥)  (1) lµ song ¸nh tõ 𝑋  𝑌 th× ta gi¶i 𝑥 theo 𝑦, ta ®­îc 

hµm sè ng­îc cña hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) 𝑙à   𝑥 = 𝑓 ିଵ (𝑦)    (2). 
§å thÞ cña hai hµm sè (1) vµ (2) trïng nhau trªn cïng hÖ trôc to¹ ®é. 
Trong thùc tÕ ta vÉn th­êng sö dông 𝑥 lµ biÕn sè ®éc lËp, 𝑦 lµ biÕn sè phô thuéc, tõ (2) ®æi 

vai trß cña 𝑥 vµ 𝑦 =>  𝑦 = 𝑓 ିଵ(𝑥) (3)  còng ®­îc gäi  lµ hµm sè ng­îc cña hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥).                                                                                             
§å thÞ hµm sè (1) vµ (3) ®èi xøng víi nhau qua ®­êng ph©n gi¸c thø nhÊt 𝑦 = 𝑥.                                                                                                        
VÝ dô 5. Cho  𝑦 =  𝑓(𝑥)  =  𝑥ଷ (*),  f  lµ song ¸nh tõ 𝑹  𝑹 .               

Tõ (*)  x = ඥ𝑦య = 𝑓ିଵ(𝑦),   ®æi vai trß 𝑥 vµ  𝑦: 𝑦 = 𝑓 ିଵ (𝑥) = √𝑥
య    (2*). 

§å thÞ (2*)  ®èi xøng víi ®å thÞ (*) qua ®­êng th¼ng 𝑦 = 𝑥    (H×nh 1.2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
VÝ dô 6.(2022N1) Tìm hàm  𝑓(𝑥) biết rằng (𝑓𝑜𝑔ିଵ)(𝑥) = 𝑥ଷ − 𝑥 + 1 và 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 𝑒௫. 

VÝ dô 7. (2019N2) Tìm hàm ngược của hàm số  𝑦 =
ଶ௘ೣ

௘ೣାଵ
 

VÝ dô 8. (2022N1) Tìm hàm ngược của hàm  số  𝑦 = 𝑙𝑛
௫ାଵ

ଶ௫ିଵ
 

VÝ dô 9. (2022N3) Tìm hàm ngược của hàm  số  𝑦 = sh(2𝑥) 
1.4. Hµm sè s¬ cÊp c¬ b¶n, hµm s¬ cÊp  
1.4.1. C¸c hµm sè s¬ cÊp c¬ b¶n 
1)  Hµm sè lòy thõa: D¹ng 𝑦 =  𝑥,  𝑹. 
MiÒn x¸c ®Þnh phô thuéc vµo ,  ch¼ng h¹n   𝑵 th× MX§  𝑥  𝑹.   nguyªn ©m, th×  

MX§  𝑥  𝑹 \ {0}. 

   𝑄ሜ = ቄ
ଵ

௤
∈ 𝑁∗, 𝑞 ≠ 0ቅ, th× MX§  𝑥  𝑹,   nÕu q lÎ, vµ MX§  x  0 nÕu q ch½n,  

                       y 
                                y=x3 
 
 
                       -1              
 
               -1         O    1             x  
                           1 
                                 
                                H×nh 1.2 
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NÕu   lµ sè v« tû th× quy ø¬c chØ xÐt 𝑥  0 khi  > 0 vµ 𝑥 > 0 khi  < 0. 
2) Hµm sè mò: D¹ng  𝑦 =  𝑎௫,  a gäi lµ c¬ sè, 𝑎 >  0, 𝑎  1.  
MXĐ 𝑥  R,  MGT 0 < y < +.   §å thÞ hµm sè mò lu«n ®i qua ®iÓm (0;1);  
Hµm sè ®ång biÕn khi  𝑎 > 1,  nghÞch biÕn  khi 0 <  𝑎 < 1 . 
C¸c hµm sè hypecb«n. Trong hµm sè mò, ng­êi ta còng 
 xÐt ®Õn  lo¹i hµm sè mò cã c¬ sè tù nhiªn e, (e lµ sè v« tû). 
 Ta ®Þnh nghÜa cho c¸c hµm hypecb«n sau: 

 Hµm sè 𝑦 =  ch𝑥 =
௘ೣା௘షೣ

ଶ
 gäi lµ hµm cosin-hypecb«n ,  

  𝑦 =  sh𝑥 =
௘ೣି௘షೣ

ଶ
 gäi lµ hµm  sin-hypecb«n. 

  𝑦 =  th𝑥 =  
௘ೣି௘షೣ

௘ೣା௘షೣ  gäi lµ  hµm tang-hypecb«n.  

  𝑦 =  coth𝑥 =  
ଵ

th௫
 gäi lµ hµm sè cotang-hypecb«n.      

 Ta còng cã mét sè  c«ng thøc liªn hÖ gi÷a chóng víi nhau:  
chଶ 𝑥 − shଶ 𝑥 = 1,  (2022N1); 
 sh(𝑥𝑦) =  sh𝑥 ch𝑦   ch𝑥sh𝑦, 

sh(2𝑥)  =  2sh𝑥ch𝑥;   th𝑥 =
sh௫

ch௫
,…   ( §éc gi¶ tù kiÓm tra). 

3) Hµm sè logarÝt: hµm sè logarÝt lµ hµm sè ng­îc cña hµm sè mò 𝑦 =  𝑎௫ (1)(𝑎 >  0, 𝑎1)th×   
𝑥 = log௔ 𝑦 , (2), ®æi vai trß cña 𝑥 vµ 𝑦 ta ®­îc 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔௔ 𝑥 (3) gäi lµ hµm sè logarÝt, a lµ c¬ sè (𝑎 >

 0, 𝑎  1), MXĐ 𝑥 >  0. 
§å thÞ hµm sè (3) ®èi xøng víi ®å thÞ hµm sè (1) qua ®­êng ph©n gi¸c thø nhÊt 𝑦 = 𝑥. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 𝑦 = log௔ 𝑥: t¨ng (hay ®ång biÕn)  nÕu  𝑎 >  1 (H×nh 1.5a), 
                        gi¶m (hay nghÞch biÕn) nÕu 0 <  𝑎 <  1(H×nh 1.5b).   
Khi 𝑎 =  10, logarÝt thËp ph©n, 𝑦 = lg 𝑥,   Khi 𝑎 =  10  logarÝt tù nhiªn, ký hiÖu 𝑦 = ln 𝑥. 
4) Hµm sè l­îng gi¸c (nh¾c l¹i). Bèn hµm sè l­îng gi¸c th«ng th­êg lµ: 
a) 𝑦 = sin𝑥,   𝑀𝑋Đ  𝑥  𝑹, b) 𝑦 = cos𝑥,   𝑀𝑋Đ  𝑥  𝑹, 
 
 
 
 
 
 

c) 𝑦 = tan 𝑥 , MX§      𝑥  
గ

ଶ
+ 𝑘𝜋,   d) 𝑦 = cot𝑥,     MX§  𝑥  𝑘 , 𝑘𝒁. 

 
 

                y   y = ax 
                      
  a>1            1 
 
                    O      1           x 
 
                            y =  

 

                   y 
     y = ax 
     0< a<1 
                        1 
 
                       O      1             x 
 
                           y =  

H×nh 1.5a H×nh 1.5b 
 

                     y       
                      1                                                                     y=sinx 
 
 
          -/2   O        /2                   3/2      2                       x 
                     
                     -1                                                                   y=cosx 
 
 H×nh 1.6a 

                   y    
y = chx 
                              y = shx        
            
                       1 
 

                                             y=thx 
                        O              x                                                            

                    -1                  

H×nh 1.4  
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5) Hµm sè l­îng gi¸c ng­îc:  

    a) XÐt 𝑥  ቂ−
గ

ଶ
,

గ

ଶ
ቃ, th× 𝑦 = 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 (1) lµ hµm sè ®¬n ®iÖu, nªn tån t¹i hµm ng­îc 𝑥 =

 𝑓ିଵ(𝑦), ký hiÖu lµ 𝑥 = arcsin 𝑦 (2), ®æi vai trß 𝑥 vµ 𝑦 cho nhau ta ®­îc 𝑦 = arcsin 𝑥, lµ hµm sè 
ng­îc cña hµm sè 𝑦 = sin 𝑥. 

   VËy 𝑦 = arcsin 𝑥 (3) MX§ |𝑥|  1,  MGT -
గ

ଶ
  𝑦  

గ

ଶ
, vµ cã thÓ nãi 𝑦 = arcsin 𝑥 lµ cung mµ cã 

sin 𝑦 = 𝑥. §å thÞ  hµm sè (3) vµ (1) ®èi xøng qua ®­êng ph©n gi¸c  thø nhÊt 𝑦 =  𝑥 (H×nh 1.7a). 
  Do 𝑦 = sin 𝑥 lµ hµm tuÇn hoµn chu kú T = 2, nªn:  𝑦 = sin 𝑥 = sin  (𝑥 +  2𝑘) ;  𝑘 𝑍,  th×  

              𝑦 = ቂ
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥  +  2𝑘𝜋

𝜋 − 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥  +  2𝑘𝜋
          lµ hµm ®a trÞ vµ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 gäi lµ ®Þnh trÞ chÝnh 

   b) XÐt 𝑥  [0,], th× hµm 𝑦 =  𝑓(𝑥)  =  𝑐𝑜𝑠𝑥 lµ  hµm sè ®¬n ®iÖu , nªn tån t¹i hµm ng­îc. 
T­¬ng tù trªn ta cã 𝑦 = arccos 𝑥 lµ hµm sè ng­îc cña hµm sè 𝑦 = cos 𝑥.  

VËy 𝑦 = arccos 𝑥 lµ cũng cã cos 𝑦 = 𝑥 (H×nh 1.7b). MX§    |𝑥|  1, 𝑀𝐺𝑇     0  𝑦  . 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
§ång thêi víi 𝑦 = cos 𝑥 = cos(𝑥 +  2𝑘)  𝑡ℎì 𝑦 =  arccos 𝑥  +  2𝑘 , 𝑘𝑍 , arccos 𝑥  lµ ®Þnh trÞ 

chÝnh. 

c) XÐt x  ቀ−
గ

ଶ
;

గ

ଶ
ቁ th× 𝑦 = tan 𝑥 lµ hµm ®¬n ®iÖu, hoµn toµn nh­ trªn ta cã hµm ng­îc cña hµm 

𝑦 = tan 𝑥  𝑙à 𝑦 = arctan 𝑥, 𝑀𝑋§  𝑥  𝑹, 𝑀𝐺𝑇  −
గ

ଶ
 <  𝑦 <  

గ

ଶ
,  

§ång thêi ta còng cã 𝑦 = tan 𝑥 = tan  (𝑥 +  𝑘) => 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 +  𝑘, 𝑘 𝒁;  arctan𝑥  lµ ®Þnh 
trÞ chÝnh. 

                                   y                    𝑦 = tan 𝑥      
                
 
 
 

 
                                       O                                 x 
 
 
                                                      𝑦 = cot𝑥 

 

                               y 
                 
                               /2           y=arcsinx   
                  
                                   1                y=sinx     
             

                -/2             O   1    /2           x 
                                    -1 
                                    -/2 
                
                 H×nh 1.7a 
 H×nh 1.7b 

                  y     
 y=arccosx   
 
                   /2 
          
                1          
 

         -1  O     1    /2          x 
              -1                                
   y=cosx 

H×nh 1.6 
b 
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d) XÐt 𝑥  (0;  ), 𝑦 = cot 𝑥   𝑦 = arccot 𝑥  lµ hµm sè ng­îc cña  hµm    𝑦 = cot 𝑥 ;      
 𝑀𝑋Đ 𝑥  𝑅, 𝑀𝐺𝑇   0 <  𝑦 <  .     Vµ ta còng cã 𝑦 = arccot 𝑥  +  𝑘, 𝑘 𝑍; arccot 𝑥 lµ ®Þnh trÞ 
chÝnh (H×nh 1.9). 

 
 
                                                                    
 
 
            
       
 
 
 
                                               H×nh 1.8                                              H×nh 1.9 
1.4.2. Hµm s¬ cÊp: Víi 5 lo¹i hµm sè h÷u h¹n c¬ b¶n xÐt trªn, ta cã thÓ tæ hîp b»ng mét sè 

h÷u h¹n c¸c phÐp tÝnh ®¹i sè ( céng, trõ, nh©n, chia) vµ phÐp lËp hµm sè hîp ®Ó t¹o nªn hµm  sè 
míi (kÓ c¶ hµm h»ng) gäi lµ hµm sè s¬ cÊp. 

VÝ dô 1.     𝑦 =  𝑎𝑥 + 𝑏;    𝑦 =  𝑎𝑥ଶ  +  𝑏𝑥 +  𝑐;    𝑦 =  𝑒௫sin(3𝑥 +  2) −  logଷ(𝑥ଶ  +  2)  lµ nh÷ng 
hµm sè s¬ cÊp. 

Trong hµm sè s¬ cÊp ta ph©n biÖt hµm sè ®¹i sè vµ hµm sè siªu viÖt: 
   a) Hµm sè ®¹i sè (hµm sè t­êng) lµ hµm sè mµ khi t×m gi¸ trÞ cña nã ta chØ cÇn thùc hiÖn mét 

sè h÷u h¹n c¸c phÐp tÝnh ®¹i sè (céng, trõ, nh©n, chia vµ luü thõa víi sè mò h÷u tû) víi ®èi sè 

cña nã,ch¼ng h¹n   𝑦 =  
√௫మାଶ௫ିଵ

య

௫మାଶ
. 

Trong líp hµm sè ®¹i sè th× hµm sè d¹ng ®¬n gi¶n nhÊt lµ d¹ng ®a thøc: 
 𝑦 = 𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥+. . . +𝑎௡𝑥௡ (𝑎௜  𝑹, 𝑖 =  0,1, … , 𝑛;  𝑎௡ 0) lµ ®a thøc bËc n. 

Hµm sè cã d¹ng tû sè cña hai ®a thøc gäi lµ hµm sè h÷u tû:   𝑦 =  
௔బା௔భ௫ା...ା௔೙௫೙

௕బା௕భ௫ା...ା௕೘௫೘  

trong ®ã   𝑎௜   𝑹, 𝑖 =  0,1, … , 𝑛;  𝑏௝  𝑹, 𝑗 =  0,1, … , 𝑚 kh«ng ®ång thêi b»ng "0". 

Hµm sè ®¹i sè kh«ng ph¶i hµm sè h÷u tû gäi lµ hµm sè v« tû. 
   b) Hµm sè kh«ng ph¶i ®¹i sè gäi lµ hµm sè siªu viÖt,ch¼ng h¹n:  

 𝑦 = sin𝑥 + 𝑥ଶ −  3𝑥;    𝑦 = 𝑥. 2௫;     𝑦 = arctan
௫

ଵା௫మ
;…  lµ c¸c hµm sè siªu viÖt. 

II. Giới hạn và liên tục 
2.1. Giíi h¹n cña hµm sè mét biÕn sè 
2.1.1 C¸c ®Þnh nghÜa 
§Þnh nghÜa 2.1.1. Cho hµm sè 𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh trong kho¶ng (a,b) hoÆc (𝑎, 𝑏)\{𝑥଴}, 𝑥଴  (𝑎, 𝑏). 

Ta nãi hµm sè 𝑓(𝑥) cã giíi h¹n lµ L (h÷u h¹n) khi x dÇn tíi 𝑥଴ nÕu bÊt kú d·y sè {𝑥௡} (𝑎, 𝑏) \{𝑥଴} 
mµ 𝑥௡ 𝑥଴ 𝑘ℎ𝑖 𝑛  => 𝑓(𝑥௡)  𝐿.         Ký hiÖu 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

𝑓(𝑥) =  𝐿.  

§Þnh nghÜa 2.1.2. Cho   hµm sè 𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh trong kho¶ng (a,b) hoÆc(𝑎, 𝑏)  {𝑥଴}, 𝑥଴  (𝑎, 𝑏).  
Ta  nãi hµm sè 𝑓(𝑥)cã giíi h¹n lµ L (h÷u h¹n) khi 𝑥 → 𝑥௢ nÕu bÊt kú  >  0 cho tr­íc ®Òu t×m 
®­îc sè ()  > 0  sao cho    0 < |𝑥 −  𝑥௢| < |𝑓(𝑥) − 𝐿|<.   Ký hiÖu 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

𝑓(𝑥) =  𝐿.  

T­¬ng tù ta còng cã ®Þnh nghÜa cho giíi h¹n cña hµm sè  𝑓(𝑥)  , 𝑘ℎ𝑖 𝑥   . 
§Þnh nghÜa 2.1.3. 

 1) 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥) =  ⇔  ∀𝑀 >  0, ∃ >  0 sao cho     0 < |𝑥 −  𝑥௢| <   |𝑓(𝑥)|  >  𝑀. 

                   y         y=tanx 
                 
                  /2 
 

                               y=arctanx 
        -/2             O       /2        x 
 
                       -/2 
 

                y 
                   
 
                /2 
                                y=arccotx 
 

                 O       /2                x 
 
                                      y=cotx 
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 2) 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

𝑓(𝑥) = 𝐿 (h÷u h¹n), ⇔  ∀ >  0, ∃𝐴 >  0 𝑠𝑎𝑜 𝑐ℎ𝑜  |𝑥| >  𝐴  |𝑓(𝑥) − 𝐿| <  

 3) 𝑙𝑖𝑚
௫→∞

𝑓(𝑥) = ⇔  ∀𝑀 >  0, ∃𝐴 >  0sao cho  |𝑥| >  𝐴 |𝑓(𝑥) − 𝐿| >  𝑀. 

Chó ý : §Ó chøng minh hµm sè tån t¹i giíi h¹n ta sÏ sö dông §Þnh nghÜa 2.1.2, cßn  §Þnh nghÜa 
2.1.1 thuËn lîi khi chøng minh  hµm sè kh«ng tån t¹i giíi h¹n . 

VÝ dô 1. Chøng tá r»ng   𝑙𝑖𝑚
௫→଴

cos
ଵ

௫
   kh«ng tån t¹i. 

VÝ dô 2. Chøng minh r»ng lim 
௫→ସ

(2𝑥 − 5) = 3. 

VÝ dô 3. Chøng minh r»ng: 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

(2𝑥ଶ + 3𝑥 + 1) = 6. 

VÝ dô 4. Chøng minh r»ng : 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

𝑙𝑜𝑔௔ 𝑥 = +∞, (a > 1). 

2.1.2. TÝnh chÊt, phÐp to¸n vµ tiªu chuÈn  hµm sè tån t¹i giíi h¹n  
2.1.2.1. TÝnh chÊt  
    a)  NÕu hµm 𝑓(𝑥) cã giíi h¹n khi 𝑥 → 𝑥଴  th× giíi h¹n ®ã lµ duy nhÊt.  
    b) 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

𝐶 = 𝐶 (C- const). 

    c)   NÕu 𝑓(𝑥)  𝑔(𝑥)  𝑥   (𝑥଴  −  , 𝑥଴  +   ) vµ 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥) = 𝑎, 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑔(𝑥) = 𝑏 th× 𝑎  𝑏  

2.1.2.2. Mét sè  phÐp to¸n vÒ giíi h¹n 
Gi¶ sö 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

𝑓(𝑥) = 𝑎, 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑔(𝑥) = 𝑏  th×:  

a)  𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝐶. 𝑓(𝑥) = 𝐶. 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥) = 𝐶. 𝑎,  (C - const). 

b)  𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥) ± 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑔(𝑥) = 𝑎 ± 𝑏. 

c)  𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥). 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑔(𝑥) = 𝑎. 𝑏. 

d) 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
=

௟௜௠
ೣ→ೣబ

௙(௫)

௟௜௠
ೣ→ೣబ

௚(௫)
=

௔

௕
, (b  0). 

  ( Dùa vµo ®Þnh nghÜa dÔ dµng chøng minh ®­îc c¸c phÐp to¸n trªn ). 
Nếu 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

𝑓(𝑥) = ∞, 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑔(𝑥) = ∞ trong phÐp to¸n b) ta gÆp d¹ng bÊt ®Þnh  - , trong phÐp 

to¸n c) gÆp d¹ng 0., trong phÐp to¸n d) gÆp d¹ng 
଴

଴
   hoÆc 

ஶ

ஶ
. 

Khi t×m giíi h¹n, gÆp d¹ng bÊt ®Þnh trªn, tuú tõng bµi to¸n cô thÓ mµ ta t×m c¸ch ®Ó khö c¸c 
d¹ng bÊt ®Þnh ®ã. 

VÝ dô 5. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

ସ௫ఱି௫మା଻

ଷ௫రା௫మାଵ
. 

VÝ dô 6. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

௫యିଷ௫మିଽ௫ିଶ

௫యି௫ି଺
. 

VÝ dô 7. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ቀ
௫య

ଷ௫మିସ
−

௫మ

ଷ௫ାଶ
ቁ. 

VÝ dô 8. (2022N1) Tính 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

ቀ
௫

௫ିଶ
−

ଵ

௟௡ (௫ିଵ)
ቁ. 

VÝ dô 9. (2020N1) Tính 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

ୱ୧୬(௫ିଶ)

ଶೣି௫మ  . 

2.1.2.3. Tiªu chuÈn tån t¹i giíi h¹n 
Tiªu chuÈn 1: Gi¶ sö ba hµm  sè  𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥), ℎ(𝑥) tho¶ mãn c¸c ®iÒu kiÖn  

ቊ
𝑎) 𝑓(𝑥)  ℎ(𝑥) 𝑔(𝑥)    𝑥  (𝑎, 𝑏),

𝑏)  𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑔(𝑥) = 𝐿                       => 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

ℎ(𝑥) = 𝐿. 
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Tiªu chuÈn 2: NÕu hµm sè 𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh trªn R, lµ hµm sè t¨ng bÞ chÆn trªn bëi sè M, nghÜa 
lµ 𝑓(𝑥) 𝑀 𝑥𝑹 (hoÆc 𝑓(𝑥) lµ hµm sè gi¶m vµ bÞ chÆn d­íi bëi sè m, nghÜa lµ 𝑓(𝑥)  𝑚 𝑥𝑹) 
th× hµm sè 𝑓(𝑥) tån t¹i giíi h¹n vµ 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ
𝑓(𝑥) = 𝐿 ≤ 𝑀  ( hoÆc 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ
𝑓(𝑥) = 𝐿 ≥ 𝑚). 

Nhê c¸c tiªu chuÈn nµy mµ ta chøng minh ®­îc c¸c c«ng thøc quan träng vÒ giíi h¹n (ë ®©y 
kh«ng chøng minh ) 

 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௦௜௡ ௫

௫
=1,                                                                                (1) 

 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

ቀ1 +
ଵ

௫
ቁ

௫

= 𝑒 =2,71828…,                                                 (2) 

 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

tg௫

௫
= 1,                                                                               (3) 

 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

arc ௦௜௡ ௫

௫
= 1,                                                                         (4) 

 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

arctg௫

௫
= 1,                                                                           (5) 

 𝑙𝑖𝑚
௨→଴

(1 + 𝑢)
భ

ೠ = 𝑒.                                                                      (6) 

VÝ dô 10. T×m các giới hạn sau: 

a)  𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ଵି௖௢௦ ௫

௫మ
.                         

b)  𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

ቂ
௫ାଵ

௫
ቃ

଻௫

. 

c) 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

(𝑥 + 2௫)ଵ/௫ .  (2020N1) 

2.1.3. Giíi h¹n mét phÝa  
§Þnh nghÜa 2.1.4. Cho hµm sè  𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh trong (a,b) hoÆc (𝑎, 𝑏) \{𝑥଴}, 𝑥଴(𝑎, 𝑏) . Ta nãi 

hµm sè 𝑓(𝑥) cã giíi h¹n ph¶i t¹i ®iÓm x0  lµ P khi 𝑥  𝑥଴,   (𝑥 > 𝑥଴) nÕu víi  > 0 cho tr­íc , tån  
tại  ()  > 0 sao cho 0 <  𝑥 −  𝑥଴ <     |𝑓(𝑥) − 𝑃| <  .  

 Ký hiÖu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బା଴

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥଴ + 0) = 𝑃  (giíi h¹n ph¶i). 

T­¬ng tù, ta nãi hµm sè 𝑓(𝑥) cã giíi h¹n tr¸i t¹i ®iÓm x0 lµ T khi 𝑥  𝑥଴,   (𝑥 < 𝑥଴) nÕu víi  > 
0 cho tr­íc tån t¹i  () > 0 sao cho  0 <  𝑥଴ − 𝑥 <    |𝑓(𝑥) − 𝑇| <  .   

Ký hiÖu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బି଴

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥௢ − 0) = 𝑇 (giíi h¹n tr¸i) (H×nh 2.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

VÝ dô 11. T×m giíi h¹n mét  phÝa cña hµm sè   f(𝑥) = ቄ
2𝑥 + 3   𝑛ế𝑢   𝑥 ≤ 1
3𝑥 − 5   𝑛ế𝑢   𝑥 ≥ 1

 khi 𝑥 1. 

VÝ dô 12. T×m giíi h¹n mét phÝa cña hµm 𝑓(𝑥)  =  
√ଵି௖௢௦ ଶ௫

௫
   khi x  0. 

 
 

H×nh 2.2 

             y 
 
   y=-2x+3   3 
 
         
               1               y=3x-5 
 

            O    1                        x 
         
           -2 

H×nh 2.1 

  y 
 
 
                     P 
                         T 
 
 

  O                 x0              x 
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2.1.4. V« cïng  bÐ, v« cïng lín 
2.1.4.1. V« cïng bÐ 
§Þnh nghÜa 2.1.5. §¹i l­îng 𝛼(𝑥) gäi lµ v« cïng bÐ (VCB) khi 𝑥 𝑥଴  nÕu 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

𝛼(𝑥) = 0  ( 𝑥଴  

cã thÓ lµ h÷u h¹n hoÆc  ). 
Tõ ®Þnh nghÜa suy ra c¸c tÝnh chÊt sau: 

1) Tæng ®¹i sè cña mét sè h÷u h¹n c¸c   VCB trong cïng qu¸ tr×nh 𝑥 𝑥଴ lµ mét VCB.  
2) TÝch cña VCB víi hµm sè 𝑓(𝑥) bÞ chÆn (nghÜa lµ |𝑓(𝑥)|  𝑀)  𝑘ℎ𝑖 𝑥 𝑥଴ lµ VCB. 
3) TÝch h÷u h¹n c¸c VCB trong cïng  mét qu¸ tr×nh khi 𝑥 𝑥଴ lµ VCB. 

Chó ý : H»ng  sè C dï bÐ bao nhiªu còng vÉn lµ h»ng sè, kh«ng ph¶i lµ VCB. 

VÝ dô 13. Chøng minh r»ng hµm sè 𝑓(𝑥)  =  (𝑥 − 1)ଶ𝑠𝑖𝑛ଷ ଵ

௫ିଵ
lµ  VCB khi 𝑥 1 

Khi xÐt nhiÒu VCB trong cïng mét qu¸ tr×nh, VCB nµo dÇn ®Õn "kh«ng" nhanh h¬n, 
chËm h¬n ta cã ®Þnh nghÜa sau, gäi lµ bËc cña c¸c VCB. 

§Þnh nghÜa 2.1.6. Gi¶ sö 𝛼(𝑥) vµ 𝛽(𝑥) lµ hai VCB trong cïng qu¸ tr×nh 𝑥 𝑥଴. XÐt tû sè 
ఈ(௫)

ఉ(௫)
, 

       1)   NÕu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

ఈ(௫)

ఉ(௫)
= 0 th× 𝛼(𝑥) lµ VCB bËc cao h¬n 𝛽(𝑥).  

       2)   NÕu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

ఈ(௫)

ఉ(௫)
= ∞ th× 𝛼(𝑥)lµ VCB  bËc thÊp h¬n 𝛽(𝑥). 

       3)  NÕu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

ఈ(௫)

ఉ(௫)
= 𝐴 ≠ 0, 𝐴 ≠ ∞  th× 𝛼(𝑥)vµ 𝛽(𝑥) lµ hai VCB cïng bËc. 

Trong tr­êng hîp khi 𝐴 = 1 nghÜa lµ 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

ఈ(௫)

ఉ(௫)
= 1 th× ta nãi 𝛼(𝑥) vµ 𝛽(𝑥)lµ hai VCB t­¬ng ®­¬ng 

khi 𝑥 → 𝑥଴, ký hiÖu 𝛼(𝑥) 𝛽(𝑥). 
      4)  NÕu tû sè trªn kh«ng tån t¹i giíi h¹n th× ta nãi hai VCB  𝛼(𝑥) vµ 𝛽(𝑥) kh«ng so s¸nh 

®­îc víi nhau. 
VÝ dô 14. H·y so s¸nh VCB (𝑥)  =  𝑥 khi x  0 víi c¸c VCB sau 

𝑓ଵ (𝑥) = tan𝑥ଷ,  𝑓ଶ (𝑥) = √𝑠𝑖𝑛ଶ 𝑥
య

,   𝑓ଷ (𝑥)  = √9 + 𝑥 − 3 vµ 𝑓ସ (𝑥) = arctan𝑥. 
Tõ kh¸i niÖm vÒ VCB t­¬ng ®­¬ng vµ c¸c c«ng thøc giíi h¹n trong môc 2.1.3 ta cã:  nÕu 𝛼(𝑥) 

lµ VCB khi 𝑥 → 𝑥଴, th×  𝑠𝑖𝑛 (𝑥)    (𝑥);   𝑡𝑎𝑛 (𝑥)  (𝑥);  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)  (𝑥);  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)  (𝑥).     
(7) 

VÝ dô 15.(2020-2 ) So sánh hai vô cùng bé 𝛼(𝑥)  = 𝑡𝑎𝑛ଶ (3𝑥), β(x) = eଽ୶మ
 − 1  khi x → 0 

VÝ dô 16. (2017-2 ) So sánh hai vô cùng bé 𝛼(𝑥)  = √𝑥 − √𝑥
య

− √𝑥
ర

, β(x) = √1 − 𝑥 − 1  khi x → 0ା 

VÝ dô 17. (2020N1 ) So sánh hai vô cùng bé 𝛼(𝑥)  =
௫(√௫ାଵି√௫)

ଶ
, β(x) = 𝑙𝑛

ଶ௫ାଵ

୶ାଵ
  khi x → 0ା 

VÝ dô 18..(2020N1 ) So sánh hai vô cùng bé 𝛼(𝑥)  = 𝑠𝑖𝑛
ଵ

௫
𝑙𝑛 ቀ1 +

ଵ

௫
ቁ , β(x) =

௔

୶మାଵ
, (a ∈ R)  khi x →

∞ 
2.1.4.2. V« cïng lín 
§Þnh nghÜa 2.1.7. §¹i l­îng 𝐹(𝑥) gäi lµ v« cïng lín (VCL) khi 𝑥 → 𝑥଴, nÕu 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

𝐹(𝑥) = ∞. 

Tõ ®Þnh nghÜa vÒ VCL, dÔ dµng suy ra: NÕu 𝐹(𝑥) lµ VCL khi 𝑥 → 𝑥଴   th× 
ଵ

ி(௫)
  lµ VCB trong qu¸ 

tr×nh ®ã (𝑥 → 0) vµ ng­îc l¹i. VËy hoµn toµn nh­ trªn ta cã thÓ suy ra  c¸c tÝnh chÊt cña VCL, 

ch¼ng h¹n 𝐹ଵ(𝑥), 𝐹ଶ(𝑥) lµ hai VCL trong cïng qu¸ tr×nh  𝑥 → 𝑥଴, nÕu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

ிభ(௫)

ிమ(௫)
= 1 th× 𝐹ଵ(𝑥)~𝐹ଶ(𝑥) 

khi 𝑥 → 𝑥଴. 

 Nhê VCB vµ VCL t­¬ng ®­¬ng ta cã ®Þnh lý vÒ khö d¹ng bÊt  ®Þnh 
଴

଴`
, 

ஶ

ஶ
 khi t×m giíi h¹n. 
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§Þnh lý 2.1.1. Gi¶ sö  𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥), 𝑓 (𝑥), 𝑔 (𝑥) lµ nh÷ng VCB (VCL ) khi 𝑥 → 𝑥଴ vµ 

𝑓(𝑥)𝑓 (𝑥) ;  𝑔(𝑥) 𝑔 (𝑥)  th×     𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
= 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
.                                                  (8)                           

Chøng minh : XÐt 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
= 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௙(௫)

௙(௫)
.

௚(௫)

௚(௫)
.

௙(௫)

௚(௫)
=  𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௙(௫)

௙(௫)
. 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௚(௫)

௚(௫)
. 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
= 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
. 

HÖ qu¶ 1. NÕu (𝑥),(𝑥),  (𝑥)  lµ c¸c VCB trong cïng qu¸ tr×nh 𝑥 → 𝑥଴,(𝑥) lµ VCB cã bËc 
thÊp nhÊt so víi (𝑥) 𝑣à  (𝑥) th×  (𝑥)  + (𝑥)  +  (𝑥)   (𝑥).                                  (9) 

C«ng thøc trªn gäi lµ quy t¾c ng¾t bá VCB  bËc cao trong mét tæng  c¸c VCB. 
HÖ qu¶ 2. NÕu  𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥), ℎ(𝑥)  lµ c¸c VCL trong cïng qu¸ tr×nh 𝑥 → 𝑥଴ vµ nÕu 𝑓(𝑥) lµ VCL 

bËc cao nhÊt  th×                    𝑓(𝑥)  + 𝑔(𝑥)  + ℎ(𝑥)  𝑓(𝑥).                                         (10)  
C«ng thøc trªn gäi lµ quy t¾c ng¾t bá VCL bËc thÊp trong mét tæng c¸c VCL. ¸p dông quy t¾c 

trªn ta cã c«ng thøc sau khi x  0 vµ p > 0:       (1 + 𝑥 )௣  −  1  𝑝𝑥,                            (11)  

ThËt vËy, xÐt   𝑙𝑖𝑚
௫→଴

(ଵା௫)೛ିଵ

௣௫
= 𝑙𝑖𝑚

௫→଴

௣௫ା
೛(೛షభ)

మ
௫మା⋯

௣௫
= 𝑙𝑖𝑚

௫→଴
ቀ1 +

௣ିଵ

ଶ
𝑥 + ⋯ ቁ  = 1. 

VÝ dô 19. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

√ଵା௫ା௫మିଵ

ୱ୧୬ ସ௫
. 

VÝ dô 20. (2020N1) T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

୪୬(ଵାଶ ୟ୰ୡ୲ୟ୬ ௫)

௘ೣିୡ୭ୱ ௫
. 

VÝ dô 21. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௦௜௡ ଶ௫ arc ௦௜௡మ ௫ିarct௔௡మ௫

ଷ √௫
య

. √tanమ௫
య . 

VÝ dô 22.  T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

ଷ௫మାଶ௫ି √௫
య

ାଵ

ସ௫యା √௫ళఱ
ିଶ

. 

VÝ dô 23. (2017) T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

௫௟௡(ଵାଶ௫)

ଷ௫మିସ௦௜ య௫
. 

VÝ dô 24. (2022N1) Khi  𝑥 → ∞, hàm số 𝑓(𝑥) = 𝑥sin𝑥 có bị chặn không? Có phải là vô cùng lớn 
không? Giải thích. 

2.2. TÝnh liªn tôc  vµ gi¸n ®o¹n cña hµm sè  
2.2.1. Kh¸i niÖm vÒ sù liªn tôc vµ gi¸n ®o¹n cña hµm sè 
§Þnh nghÜa 2.2.1. Hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) gäi lµ liªn tôc t¹i ®iÓm 𝑥଴, nÕu 
     1)  Hµm sè ®ã x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm x0 vµ l©n cËn 𝑥଴, 
     2)  𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥଴). 

Chó ý r»ng muèn cã 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥଴) th× ph¶i cã 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బି଴

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బା଴

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥଴).   

NÕu hµm sè 𝑓(𝑥) : 
    + liªn tôc t¹i mäi ®iÓm cña kho¶ng (a,b) th× ta nãi hµm sè liªn tôc trong kho¶ng (a,b) ®ã. 
   + x¸c ®Þnh t¹i a vµ 𝑙𝑖𝑚

௫→௔ା଴
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) th× ta nãi hµm sè liªn tôc bªn ph¶i  cña  ®iÓm x=a. 

   +x¸c ®Þnh t¹i b  vµ 𝑙𝑖𝑚
௫→௕ି଴

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏) th× ta nãi hµm sè liªn tôc  bªn tr¸i cña ®iÓm x = b. 

NÕu hµm sè liªn tôc t¹i mäi ®iÓm  trong (a,b) vµ liªn tôc bªn ph¶i cña ®iÓm a, liªn tôc bªn tr¸i 
cña ®iÓm b th× ta nãi hµm sè liªn tôc trªn ®o¹n [a,b]. 

VÒ mÆt h×nh häc: nÕu hµm sè 𝑓(𝑥) liªn tôc trong (a,b) th× trong kho¶ng ®ã ®å thÞ hµm sè  𝑦 =

𝑓(𝑥) lµ ®­êng cong liÒn. 
§Þnh nghÜa 2.2.2. Hµm sè 𝑓(𝑥)kh«ng liªn tôc t¹i ®iÓm 𝑥଴ (h÷u h¹n) th× ®iÓm 𝑥଴ gäi lµ ®iÓm 

gi¸n ®o¹n cña hµm sè.  
NÕu 𝑥଴ lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n mµ t¹i ®iÓm ®ã cã 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బି଴
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥଴ − 0); 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బା଴
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥଴ + 0) 

h÷u h¹n th× ®iÓm 𝑥଴ gäi lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i 1 cña hµm sè 𝑓(𝑥) vµ |𝑓(𝑥଴ + 0) −  𝑓(𝑥଴ − 0)|= 
gäi lµ b­íc nh¶y cña hµm sè  𝑓(𝑥) t¹i ®iÓm  𝑥଴. 

Tr­êng hîp   = 0, nghÜa lµ  𝑓(𝑥଴ + 0) =  𝑓(𝑥଴ − 0) th× ®iÓm 𝑥଴ gäi lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n bá ®­îc. 
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C¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n kh¸c gäi lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i 2, nghÜa lµ  t¹i ®iÓm 𝑥଴ hoÆc 𝑓(𝑥଴ + 0), 
hoÆc  𝑓(𝑥଴ − 0) kh«ng tån t¹i hoÆc cã giíi h¹n lµ v« h¹n. 

VÝ dô 1. XÐt sù liªn tôc hay gi¸n ®o¹n cña c¸c hµm sè : 

a)    𝑓(𝑥) = ቊ
ୱ୧୬ ௫

௫
    khi 𝑥 ≠ 0

1         khi 𝑥 = 0
   t¹i ®iÓm 𝑥 = 0. 

b)    𝑓(𝑥)   =
௫యାଵ

௫ାଵ
       t¹i ®iÓm 𝑥 = −1. 

c)     𝑓(𝑥) = ቊ
௟௡൫ଵାଶ௫మ൯

௫
khi 𝑥 ≠ 0

0            khi 𝑥 = 0
  (2017N1) 

d)      𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
ଵ

௫ାଵ
      (2020N2) 

VÝ dô 2. (2019N2) Với n bằng bao nhiêu thì hàm số sau liên tục tại x=0:  𝑓(𝑥) = ቊ
௧௔௡(ଶ௫)

௫೙ khi 𝑥 ≠ 0

2            khi 𝑥 = 0
 

VÝ dô 3. (2022N1) Tìm 𝑎 để hàm số sau liên tục tại  𝑥 = 0: 𝑓(𝑥) = ቊ
ଵି௖௢௦ (ଷ௫)

୪୬ (ଵା௫మ)
          khi 𝑥 ≠ 0

𝑎 − 1                khi 𝑥 = 0
 

2.2.2. PhÐp to¸n  vÒ hµm sè liªn tôc, sù liªn tôc cña hµm hîp   
§Þnh lý 2.2.1. NÕu 𝑓(𝑥) vµ 𝑔(𝑥) lµ hai hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm 𝑥଴  (𝑎, 𝑏) th×  

1)  𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥);            2)  𝑔(𝑥). 𝑓(𝑥);           3)  
௙(௫)

௚(௫)
,   (𝑔(𝑥଴)  0). 

lµ nh÷ng hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm 𝑥଴. 
§Þnh  lý 2.2.2. NÕu hµm sè 𝑢 =  (𝑥)  liªn tôc t¹i ®iÓm  𝑥଴, cßn hµm 𝑦 =  𝑓(𝑢) liªn tôc t¹i ®iÓm 

𝑢଴ =  (𝑥଴), th× hµm hîp 𝑦 =  𝑓[(𝑥)]  liªn tôc t¹i ®iÓm 𝑥଴. 
C¸c ®Þnh lý 2.2.1vµ 2.2.2 cã thÓ chøng minh ®­îc b»ng c¸ch sö dông ®Þnh nghÜa vÒ hµm sè 

liªn tôc t¹i ®iÓm  𝑥଴  (𝑎, 𝑏). 
Tõ ®Þnh lý trªn dÔ dµng suy ra: nÕu hµm sè 𝑓(𝑥)liªn tôc t¹i ®iÓm x0 th× 

                                                         𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥) = 𝑓 ൤ 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑥൨                                                    (13)  

                                            vµ      𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓[𝜙(𝑥)] = 𝑓 ൤ 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝜙(𝑥)൨                                       (14) 

2.2.3. Áp dông tÝnh chÊt hµm sè liªn tôc  ®Ó khö c¸c d¹ng  bÊt ®Þnh 𝟎

𝟎
, 1

 

NÕu   lµ VCB (  0) th×          𝑙𝑖𝑚
ఈ→଴

௟௢௚ೌ(ଵାఈ)

ఈ
= 𝑙𝑜𝑔௔ 𝑒 , (𝑎 > 0, 𝑎1).                (15) 

§Æc biÖt 𝑎 =  𝑒 th×                      𝑙𝑖𝑚
ఈ→଴

௟௡(ଵାఈ)

ఈ
= 1 ,                                    (16) 

Hay                                              ln(1 +  )     khi   0.                                     (17) 

                                                𝑙𝑖𝑚
ఈ→଴

௔ഀିଵ

ఈ
= 𝑙𝑛 𝑎 (𝑎 >  0), 𝑎   1),.                      (18) 

Khi 𝑎 =  𝑒 th×                                𝑙𝑖𝑚
ఈ→଴

௘ഀିଵ

ఈ
= 1,                                           (19) 

hay                                                 𝑒ఈ   − 1     khi   0.                            (20) 
§Ó chøng minh c¸c c«ng thøc trªn ( ch¼ng h¹n c«ng thøc (15)) ta sö dông tÝnh chÊt liªn tôc 

cña hµm logarÝt. Do 𝑙𝑖𝑚
ఈ→଴

(1 + 𝛼)
భ

ഀ = 𝑒 ( c«ng thøc (6) môc 2.1.2) vµ do hµm logarit lµ hµm sè liªn 

tôc nªn 𝑙𝑖𝑚
ఈ→଴

௟௢௚ೌ(ଵାఈ)

ఈ
= 𝑙𝑖𝑚

ఈ→଴
𝑙𝑜𝑔௔( 1 + 𝛼)

భ

ഀ = 𝑙𝑜𝑔௔ ቂ𝑙𝑖𝑚
ఈ→଴

(1 + 𝛼)
భ

ഀቃ = 𝑙𝑜𝑔௔ 𝑒,  lµ ®iÒu ph¶i chøng minh. 

§Ó chøng minh c«ng thøc (18), chØ cÇn ®Æt a -1 =  sÏ dÉn ®Õn d¹ng c«ng thøc (15). 
Trong qu¸ tr×nh t×m giíi h¹n ta cßn gÆp biÓu thøc d¹ng  

     𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥)௩(௫) = 𝑒
௟௜௠

ೣ→ೣ೚
௩(௫) ௟௡ (௫)

,                                                 (21) 
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V× 𝑢௩ = 𝑒௟௡ ௨ೡ
= 𝑒௩ ௟௡ ௨,  vËy trong c«ng thøc (21): 

 NÕu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑣(𝑥) = 𝑎; 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥) = 𝑏, 𝑏 > 0, 𝑎, 𝑏 h÷u h¹n, 

 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥)௩(௫) = 𝑒௔ ௟௡ ௕ = 𝑒௟௡ ௕ೌ
= 𝑏௔ . 

 NÕu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑣(𝑥) = ∞, 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥) = 1,  th× 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥)௩(௫) cã d¹ng  1 . 

 NÕu  𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑣(𝑥) = 0, 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥) = 0, th× 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥)௩(௫) cã d¹ng : 00. 

 NÕu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥) = ∞, 𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑣(𝑥) = 0, cã d¹ng   0. 

C¸c d¹ng 1 , 00,  0 ®Òu lµ nh÷ng d¹ng bÊt ®Þnh , v× 𝑣(𝑥)𝑙𝑛𝑢(𝑥) ®Òu cã d¹ng bÊt ®Þnh 0.. 
Tr­êng hîp 𝑙𝑖𝑚

௫→௫೚

𝑢(𝑥)௩(௫) cã d¹ng 1, cã thÓ thay c«ng thøc (21) bëi  c«ng thøc sau:         

                                      1iml
lim






xuxv
oxxexvxu

oxx
                  (22) 

Thùc vËy, do 𝑢௩ = 𝑒௩ ௟௡ ௨ = 𝑒௩ ௟௡[(௨ିଵ)ାଵ], mµ 𝑢(𝑥) 1 𝑘ℎ𝑖 𝑥  𝑥଴  𝑢(𝑥)  − 1 VCB khi 𝑥 → 𝑥௢  
nªn theo c«ng thøc (17)  ta cã  

𝑙𝑛[(𝑢(𝑥)  −  1)  +  1]   𝑢(𝑥)  −  1.  VËy  𝑙𝑖𝑚
௫→௫೚

𝑢(𝑥)௩(௫) = 𝑒
௟௜௠

ೣ→ೣ೚
௩(௫) ௟௡[(௨(௫)ିଵ)ାଵ]

= 𝑒
௟௜௠

ೣ→ೣ೚
௩(௫)[௨(௫)ିଵ]

. 

VÝ dô 4. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௦௜௡ √௫
య

.௟௡(ଵାଷ௫)

൫arctan√௫൯
మ

.ቂ௘ఱ √ೣ
య

ିଵቃ
. 

VÝ dô 5. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ቂ
ଵା௧௔௡

ଵା௦௜௡
ቃ

భ

ೞ೔೙ ೣ
. 

VÝ dô 6.   a) (2021N1) T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

[1 + 2𝑠𝑖𝑛 𝑥]
భ

√భశమೣషభ.   b) (2020N1) T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

[𝑥 + 2௫]
భ

ೣ. 

VÝ dô 7. (2019N1) T×m các giới hạn sau:  a) 𝐼 = 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ቂ
୪୬ (ଵା௫)

௫
ቃ

భ

ೣ           𝑏)  𝐼 = 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ቂ
௘ೣିଵ

௫
ቃ

భ

ೣ
. 

2.2.4. C¸c tÝnh chÊt cña hµm sè liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] vµ sù liªn tôc cña hµm ng­îc 
2.2.4.1. Hµm 𝒇(𝒙)liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] cã tÝnh chÊt sau: 
  1)   𝑓(𝑥) lµ hµm sè giíi néi trªn  [a,b]. 
  2)   Hµm sè 𝑓(𝑥) ®¹t  gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ bÐ nhÊt trªn [a,b]. 
  3)   NÕu  𝑚 = 𝑚𝑖𝑛𝑓(𝑥));  𝑀 =  𝑚𝑎𝑥𝑓(𝑥)  khi 𝑎 𝑥  𝑏 vµ víi bÊt kú  A sao cho  m   A  M   

th× tån t¹i 𝑥଴ [𝑎, 𝑏] ∶  𝑓(𝑥଴)  =  𝐴. 
Trong tr­êng hîp riªng 𝑓(𝑎) 𝑓(𝑏) < 0 th× t×m ®­îc ®iÓm 𝑐(𝑎, 𝑏)để 𝑓(𝑐) = 0. 
2.2.4.2. Sù liªn tôc cña hµm ng­îc 
§Þnh lý 2.2.3. NÕu hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥)x¸c ®Þnh, liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu ngÆt trong kho¶ng (a,b) th× 

hµm sè ®ã tån t¹i hµm ng­îc 𝑥 = 𝑓ିଵ(𝑦) còng x¸c ®Þnh liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu ngÆt trong kho¶ng 
biÕn ®æi cña hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

Ví dụ   8.(2022N1) Cho hàm số 𝑓: [1,3] →  [1,3]liên tục. Chứng minh rằng tồn tại  𝑥଴ ∈  [1,3] sao cho 
𝑓(𝑥଴) = 𝑥଴. 

Ví dụ   9.T×m c¸c giíi h¹n:       a)  𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ଵ

௫
𝑠𝑖𝑛

ଵ

௫
;    b) 𝑙𝑖𝑚

௫→଴
𝑥 𝑠𝑖𝑛

ଵ

௫
. 

Ví dụ   10. T×m các giới hạn sau 

a)  𝑙𝑖𝑚
௫→଴

√ଵାఈ௫
೘

ିଵ

௫
. 

b) 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

൫𝑠𝑖𝑛 √𝑥 + 1 − 𝑠𝑖𝑛 √𝑥൯. 

c) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ඥଵାtg௫ି√ଵା௦௜௡ ௫

௫య . 
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Ví dụ   11. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ቀ
ଵାtg௫

ଵା௦௜௡
ቁ

భ

ೞ೔೙య ೣ
. 

Ví dụ   12. H·y chØ ra sai sãt trong c¸ch t×m 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

tan(tan௫)ି௦௜௡(௦௜௡ ௫)

tan௫ି௦௜௡
. 

Ví dụ 13. XÐt sù liªn tôc vµ gi¸n ®o¹n  cña hµm sè   𝑓(𝑥)  = ൝
𝑥 + 1

2𝑥 − 1
𝑥 − 1

    
khi  𝑥 ≥ 2

khi 1 < 𝑥 < 2
khi  𝑥 ≤ 1.

  

Ví dụ  14. T×m 𝑎 ®Ó hµm sè   𝑓(𝑥)  = ቊ
௫మି௔మ

௫ି௔
khi  𝑥 ≠ 𝑎,

0 khi  𝑥 = 𝑎,
  liªn tôc t¹i 𝑥 = 𝑎. 

Ví dụ 15. (2019N1)T×m 𝑎 ®Ó hµm sè   𝑓(𝑥)  = ൜
(𝑒ଶ௫మ

− 1)𝑥ିଶ khi 𝑥 ≠ 0,

𝑎 khi  𝑥 = 0,
   

Ví dụ 16. Chøng minh r»ng mçi ph­¬ng tr×nh ®a thøc bËc lÎ cã Ýt nhÊt mét nghiÖm thùc. 
III. §¹o hµm - Vi ph©n 

3.1. §¹o hµm 
3.1.1. §Þnh nghÜa vµ ý nghÜa cña ®¹o hµm 
§Þnh nghÜa 3.1.1. Cho hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥), x¸c ®Þnh trong kho¶ng (a,b). §iÓm 𝑥଴(𝑎, 𝑏), cho x0 

mét sè gia 𝛥𝑥 (𝛥𝑥 cã thÓ d­¬ng hoÆc ©m), sao cho  𝑥଴ + 𝛥𝑥(𝑎, 𝑏)  th× hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) cã sè 
gia t­¬ng øng    𝑦 = 𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥଴). 

NÕu  
0

lim
x

௱௬

௱௫
 = 𝑙𝑖𝑚

௱௫→଴

௙(௫బା௱௫)ି௙(௫బ)

௱௫
 cã giíi h¹n h÷u h¹n th× giíi h¹n ®ã gäi lµ ®¹o hµm cña hµm 

sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) t¹i ®iÓm  𝑥଴ vµ ký hiÖu lµ  𝑦′(𝑥଴)  =  𝑓’(𝑥଴)  =  𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௱௬

௱௫
.            (1) 

NÕu hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm 𝑥(𝑎, 𝑏) th× ta nãi hµm sè ®ã cã ®¹o hµm 
trong kho¶ng (a,b).  

Nãi chung nÕu hµm sè cã ®¹o hµm trong kho¶ng (a,b), th× víi mçi 𝑥(𝑎, 𝑏)  cã 𝑓’(𝑥) kh¸c nhau, 

nªn cã thÓ xem  𝑦 ′ =  𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௙(௫ା௱௫)ି௙(௫)

௱௫
 lµ hµm sè cña  𝑥 trong kho¶ng ®ã.  

ý nghÜa vËt lý: VËn tèc tøc thêi V(t) t¹i thêi ®iÓm t lµ ®¹o hµm cña chuyÓn ®éng th¼ng kh«ng 

®Òu cã ph­¬ng tr×nh 𝑠 =  𝑠(𝑡) vµ    𝑉(𝑡) =  𝑠′ (𝑡) =  𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௦(௧ା௱௧)ି௦(௧)

௱௧
. 

ý nghÜa h×nh häc: §­êng cong cã ph­¬ng tr×nh 𝑦 =  𝑓(𝑥) th× hÖ sè gãc cña tiÕp truyÒn víi 

®­êng cong t¹i ®iÓm 𝑥 b»ng ®¹o hµm t¹i ®iÓm ®ã   𝑘 = 𝑓’ (𝑥) =  𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௙(௫ା௱௫)ି௙(௫)

௱௫
. 

C¸c ý nghÜa nµy ®· häc tõ gi¸o tr×nh phæ th«ng.  
VÝ dô 1.  Cho 𝑦 =  𝑒௫, tÝnh 𝑦ᇱ. 
Gi¶i: XÐt t¹i ®iÓm x bÊt kú, cho x sè gia x th× sè gia hµm sè 

𝑦 =  𝑓(𝑥 + 𝑥) − 𝑓(𝑥)  =  𝑒௫ା௫  −  𝑒௫  =  𝑒௫ (𝑒௫ − 1), 
 do 𝑒௫ − 1 ~ 𝑥 khi 𝑥  0 (theo c«ng thøc (20) Ch­¬ng 2), nªn    

        𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௱௬

௱௫
= 𝑙𝑖𝑚

௱௫→଴

௘ೣ൫௘೩ೣିଵ൯

௱௫
= 𝑙𝑖𝑚

௱௫→଴
𝑒௫.

௱௫

௱௫
= 𝑒௫.  VËy 𝑦 =  𝑒௫  𝑦′ =  𝑒௫.    (2) 

3.1.2. §¹o hµm mét phÝa, ®¹o hµm b»ng v« cïng 
3.1.2.1. §¹o hµm mét phÝa (liªn hÖ víi giíi h¹n mét phÝa)  

NÕu 𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴ି଴

௙(௫ା௱௫)ି௙(௫)

௱௫
 (giíi h¹n bªn tr¸i 𝑥 <  0), 𝑙𝑖𝑚

௱௫→଴ା଴

௙(௫ା௱௫)ି௙(௫)

௱௫
 (giíi h¹n bªn ph¶i 𝑥 >  0),  

t­¬ng øng tån t¹i h÷u h¹n th× giíi h¹n ®ã ®­îc gäi lµ ®¹o hµm bªn tr¸i, bªn ph¶i  cña hµm sè 
𝑦 = 𝑓(𝑥) t¹i ®iÓm 𝑥 vµ ký hiÖu lµ  

𝑓′(𝑥 − 0) = 𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴ି଴

௙(௫ା௱௫)ି௙(௫)

௱௫
,     𝑓′(𝑥 + 0) = 𝑙𝑖𝑚

௱௫→଴ା଴

௙(௫ା௱௫)ି௙(௫)

௱௫
. 
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Râ rµng nÕu 𝑓’(𝑥 − 0)  =  𝑓’(𝑥 + 0) th× 𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௙(௫ା௱௫)ି௙(௫)

௱௫
 tån t¹i vµ chÝnh lµ ®¹o hµm cña hµm sè 

𝑓(𝑥)t¹i ®iÓm 𝑥. Ng­îc l¹i, nÕu 𝑓’(𝑥 − 0)  𝑓’(𝑥 + 0) th× hµm sè  𝑓(𝑥) kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm 
𝑥. Trong tr­êng hîp nµy ®­êng cong 𝑦 = 𝑓(𝑥) t¹i ®iÓm 𝑥  cã ®iÓm gãc (tiÕp tuyÕn tr¸i, ph¶i cña 
®iÓm 𝑥 kh«ng trïng nhau) (H×nh 3.1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
Tõ kh¸i niÖm ®¹o hµm mét phÝa: nÕu hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm 𝑥 th× hµm sè liªn 

tôc t¹i ®iÓm ®ã, ng­îc l¹i hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm 𝑥 th× ch­a ch¾c hµm sè cã ®¹o hµm (H×nh 3.1). 
NÕu hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) cã ®¹o hµm trong kho¶ng (a,b) vµ cã ®¹o hµm bªn ph¶i t¹i ®iÓm 𝑥 = 𝑎 

vµ cã ®¹o hµm bªn tr¸i t¹i ®iÓm 𝑥 = 𝑏 th× ta nãi hµm sè ®· cho cã ®¹o hµm trªn ®o¹n [a,b].  
3.1.2.2. §¹o hµm v« cïng 

Ng­êi ta còng më réng kh¸i niÖm ®¹o hµm cho tr­êng hîp 𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௙(௫ା௱௫)ି௙(௫)

௱௫
= ∞, khi ®ã ta nãi 

hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) cã ®¹o hµm v« cïng t¹i ®iÓm 𝑥.  
VÒ mÆt h×nh häc: nÕu 𝑓’(𝑥)  =   t¹i ®iÓm 𝑥 (h÷u h¹n) th× t¹i ®iÓm 𝑥 ®ã ®­êng cong 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

cã tiÕp tuyÕn vu«ng gãc víi trôc 𝑂𝑥.  
VÝ dô 2. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè 𝑦 =  |𝑙𝑛 𝑥| t¹i ®iÓm 𝑥 =  1.  
C¸c ®¹o hµm mét phÝa kh¸c nhau, nªn hµm sè y = |ln 𝑥| kh«ng tån t¹i ®¹o hµm t¹i ®iÓm 𝑥 = 1 

(H×nh 3.2 )  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

VÝ dô 3. T×m ®¹o hµm cña hµm sè y = √𝑥 − 1
య , t¹i ®iÓm 𝑥 = 1.  

3.1.3. Mét sè ®Þnh lý vÒ phÐp to¸n cña ®¹o hµm 
§inh lý 3.1.1. Gi¶ sö c¸c hµm sè 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥), 𝑤(𝑥) cïng cã ®¹o hµm trong kho¶ng (a,b) vµ nÕu:  

1) 𝑦 =  𝑢 +  𝑣 −  𝑤 =>  𝑦′ =  [𝑢 +  𝑣 − 𝑤]′ =  𝑢′ +  𝑣′ −  𝑤′ . 

2) 𝑦 =  𝑢 . 𝑣 =>  𝑦′ =  (𝑢. 𝑣)′ =  𝑢′ 𝑣 +  𝑢𝑣′. 

3) 𝑦 =
௨

௩
(𝑣 ≠ 0) th× 𝑦′ = ቀ

௨

௩
ቁ

′
=

௩௨′ି௩′௨

௩మ
. 

§Þnh lý 3.1.2. (§¹o hµm hµm hîp) Cho c¸c hµm sè  𝑦 =  𝑓(𝑢) vµ 𝑢 =   (𝑥). NÕu hµm sè 
𝑦 =  𝑓(𝑢) cã ®¹o hµm ®èi víi u, cßn hµm sè 𝑢 =   (𝑥) cã ®¹o hµm ®èi víi x th×  

                       𝑦௫
′ = ൣ𝑓൫𝜙(𝑥)൯൧

′
= 𝑦′௨. 𝑢′௫.                  (3)  

 

        y 
 
                          y=f(x) 
 
                        M 
 
         O         x                          x 
 
                  H×nh 3.1 
 

 
H×nh 3.2 

          y 
 
 
 
                                 

 
 

          O         1                               x 
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§Þnh lý 3.1.3. (§¹o hµm hµm sè ng­îc) NÕu hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) cã ®¹o hµm 𝑓’(𝑥)0 t¹i ®iÓm 
𝑥 vµ tån t¹i hµm ng­îc 𝑥 =  𝑓ିଵ(𝑦) = (𝑦), liªn tôc t¹i ®iÓm 𝑦 t­¬ng øng th× t¹i ®iÓm ®ã hµm sè 

𝑥 =  (𝑦) cã ®¹o hµm theo y vµ  (𝑦) =
ଵ

௙ᇲ(௫)
, hay 𝑓’(𝑥)  =

ଵ

′(௬)
.                        (4) 

VÝ dô 3.  Cho 𝑦 =  𝑎௫, (𝑎 > 0, 𝑎  1). TÝnh 𝑦 ′.  
      𝑦 =  𝑎௫ => 𝑦′ =  𝑎௫𝑙𝑛𝑎.                                                 (5) 
VÝ dô 4. Cho 𝑦 =  𝑙𝑛𝑥,   (𝑥 >  0). TÝnh 𝑦 ′. 

VËy  𝑦 =  𝑙𝑛𝑥  𝑦′ =  
ଵ

௫
                                                                        (6) 

     XÐt tr­êng hîp 𝑦 =  𝑙𝑜𝑔௔𝑥 => 𝑦′ =  
ଵ

௫ ௟௡ ௔
 .                                                (7) 

VÝ dô 5. Cho 𝑦 =  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥, − 1 <  𝑥 <  1. TÝnh 𝑦′. 

   VËy 𝑦 =  arcsin𝑥  𝑦ᇱ = −
ଵ

ටଵି௫మ
, |𝑥| < 1.                                           (8) 

Hoµn toµn t­¬ng tù,  ta cã 

y =  arccos𝑥  𝑦′ =  
ିଵ

√ଵି௫మ
, |𝑥| < 1.                                               (9) 

𝑦 =  arctan𝑥   𝑦′ =
ଵ

ଵା௫మ , −∞ < 𝑥 < +∞.                                          (10)                              

𝑦 =  arccot𝑥  𝑦′ =
ିଵ

ଵା௫మ , −∞ < 𝑥 < +∞.                                          (11)                              

 VÝ dô 6. Cho 𝑦 = ln{tan[cos(𝑥 − 3)] } . TÝnh 𝑦′. 
  VÝ dô 7.  Cho 𝑦 =  𝑢(𝑥)௩(௫) => 𝑦ᇱ =?, trong ®ã 𝑢(𝑥) vµ 𝑣(𝑥) lµ nh÷ng hµm sè cã ®¹o hµm 

trong (a,b); 𝑢(𝑥)  >  0, 𝑢(𝑥)  1,𝑥 (𝑎, 𝑏). 

Gi¶i: 𝑦 =  𝑢(𝑥)௩(௫) =>
ଵ

௬
𝑦ᇱ = 𝑣ᇱ ௟௡ ௨ + 𝑣.

ଵ

௨
. 𝑢ᇱ =

௩ᇲ௨.௟௡ ௨ା௩௨ᇲ

௨
 𝑦′ =  𝑦 ቂ

௩′௨ ௟௡ ௨ା௩௨′

௨
ቃ. 

Nh­ vËy, ®Ó tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè d¹ng  𝑦 =  𝑢(𝑥)௩(௫) ta tiÕn hµnh:  
      1) LogarÝt hai vÕ  theo c¬ sè e. 
      2) §¹o hµm hai vÕ cña ®¼ng thøc vµ tÝnh theo c«ng thøc ®¹o hµm cña hµm sè hîp, suy ra 

kÕt qu¶.  
Ph­¬ng ph¸p trªn còng ¸p dông ®­îc ®èi víi hµm sè lµ tÝch cña nhiÒu biÓu thøc.  

VÝ dô 8. Cho 𝑦 = (𝑥ଶ + 1)௫య
, tÝnh 𝑦 ′.  

VÝ dô 9. Cho 𝑦 =
൫௫మାଵ൯

ఱ
. √௫మିଵ
య

ඥ௫ర(௫మା௫ାଵ)యఱ , tÝnh 𝑦′ 

3.1.4. B¶ng c«ng thøc ®¹o hµm ®¸ng nhí  
TÊt c¶ c¸c c«ng thøc ®· cã tõ ch­¬ng tr×nh phæ th«ng vµ c¸c c«ng thøc t×m ®­îc trong môc 

3.1 s¾p xÕp l¹i ta ®­îc b¶ng c«ng thøc ®¹o hµm sau  
    1) C¸c phÐp tÝnh cña ®¹o hµm:  

o [𝑢(𝑥)  +  𝑣(𝑥)  −  𝑤(𝑥)]’ =  𝑢’(𝑥)  +  𝑣’(𝑥)  −  𝑤’(𝑥). 
o [𝑢(𝑥). 𝑣(𝑥)]’ =  𝑢’𝑣 +  𝑢𝑣’. 
o [𝑐. 𝑣(𝑥)]’ =  𝑐. 𝑣’ , (𝑐 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). 

o ቂ
௨(௫)

௩(௫)
ቃ

ᇱ

=
௩௨ᇲି௩ᇲ௨

௩మ , (𝑣  0). 

o 𝑦 =  𝑓(𝑢), 𝑢 =  (𝑥) => 𝑦’ =  𝑦’௨ .  𝑢’௫ . 

o 𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑣à 𝑥 = (𝑦) hai hµm sè ng­îc nhau: 𝑦’௫ =
ଵ

௫ᇱ೤
; 𝑥′௬ =

ଵ

௬ೣ
ᇲ  hay 𝑓’(𝑥) =

ଵ

థ′ (௬)
. 

   2) Mét sè c«ng thøc ®¹o hµm: 
 𝑦 =  𝐶, (𝐶 −  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡), =>    𝑦’ =  𝐶’ =  0. 

 𝑦 =  𝑥௔  , 𝑥 >  0,𝑹 =>   (𝑥௔)’ =   𝑥௔ିଵ. 

 𝑦 =  𝑎௫  , 𝑎 > 0, 𝑎1 => (𝑎௫)’ = 𝑎௫ln𝑎. 
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 𝑦 =  𝑒௫  ,    =>   (𝑒௫)’ =  𝑒௫. 

 𝑦 =  𝑙𝑛𝑥, 𝑥 > 0 𝑡 =>  (𝑙𝑛𝑥)’ =  
ଵ

௫
. 

 𝑦 =  𝑙𝑜𝑔௔𝑥,   𝑎 > 0, 𝑎 1, 𝑥 >  0 =>  (𝑙𝑜𝑔௔𝑥)’ =  
ଵ

௫ ௟௡ ௔
. 

 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛𝑥 =>  (𝑠𝑖𝑛𝑥)’ =  𝑐𝑜𝑠𝑥. 

 𝑦 =  𝑐𝑜𝑠𝑥     =>  (𝑐𝑜𝑠𝑥)’ =  −𝑠𝑖𝑛𝑥. 

 𝑦 =  𝑡𝑎𝑛𝑥, 𝑥 గ

ଶ
+ 𝑘𝜋 =>  (𝑡𝑎𝑛𝑥)’ =  

ଵ

௖௢௦మ ௫
. 

 𝑦 =  𝑐𝑜𝑡𝑥, 𝑥  𝑘 =>   (𝑐𝑜𝑡𝑥)’ =  −
ଵ

௦௜௡మ ௫
. 

 𝑦 =  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥,   |𝑥|  <  1 => (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)’ =  
ଵ

√ଵି௫మ
. 

 𝑦 = arccos 𝑥 ,   |𝑥|  <  1 =>  (arccos 𝑥)’ =  
ିଵ

√ଵି௫మ
. 

 𝑦 = arctan 𝑥     =>  (arctan 𝑥)’ =  
ଵ

ଵା௫మ
. 

 𝑦 = arccot 𝑥     => (arccot 𝑥)’ =  − 
ଵ

ଵା௫మ
. 

3.1.5. §¹o hµm cÊp cao 
§Þnh nghÜa 3.1.2. Gi¶ sö hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) cã ®¹o hµm 𝑦 ′ =  𝑓′(𝑥). Ta gäi   𝑓′(𝑥)  lµ ®¹o hµm 

cÊp mét cña hµm sè  𝑓(𝑥). 
𝑓′(𝑥) nãi chung còng lµ hµm sè cña 𝑥, v× vËy nÕu 𝑓′(𝑥)cã ®¹o hµm ta cã thÓ lÊy ®¹o hµm lÇn 

n÷a (nghÜa lµ ®¹o hµm cña ®¹o hµm cÊp mét) gäi lµ ®¹o hµm cÊp hai cña hµm sè 𝑓(𝑥), ký hiÖu: 
[𝑓′(𝑥)]′ =  𝑓’’(𝑥) =  𝑦’’.  

T­¬ng tù  ®¹o  hµm cña ®¹o  hµm cÊp  ha i  gä i  lµ  ®¹o hµm cÊp  ba ,  ký  h iÖu  
𝑦’’’ =  [𝑓’’(𝑥)]’ =  𝑓’’’(𝑥), . … 

§¹o hµm cña ®¹o hµm cÊp n-1 cña hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) gäi lµ ®¹o hµm cÊp n,  

Ký hiÖu 𝑦(௡)  =  ቀ𝑓
(௡ିଵ)

(𝑥)ቁ
′
= 𝑓

(௡)
(𝑥),  𝑛 =  4,5, …  

C«ng thøc Lepnit (Leibnitz): Gi¶ sö c¸c hµm sè u(x) vµ v(x) cã ®¹o hµm ®Õn cÊp n, nÕu  
            𝑦 =  𝑢 +  𝑣 => 𝑦(௡)  =  (𝑢 + 𝑣)(௡) =  𝑢(௡)  + 𝑣(௡)`.                                          (13)    

            𝑦 =  𝑢 . 𝑣 =>  𝑦(௡) =  (𝑢𝑣)(௡)  =  ∑ 𝐶௡
௞௡

௞ୀ଴ 𝑢(௞)𝑣(௡ି௞),                                         (14) 

trong ®ã: 𝐶௡
௞ =

௡!

௞!(௡ି௞)!
,  𝑘 =  0,1, …  𝑛,         0!  =  1;  1!  =  1;  𝑢(଴)  =  𝑢;    𝑣(଴) =  𝑣.  

VÝ dô 10.  𝐶ℎ𝑜 𝑦 =  𝑥 ,𝑹. TÝnh 𝑦(௡). 
Gi¶i: Ta cã  
       𝑦’ = 𝑥ିଵ;  𝑦’’ = ( − 1)𝑥ିଶ; … ; 𝑦(௡) =  ( − 1)( − 2) … ( −  (𝑛 + 1))𝑥ି௡  

§Æc biÖt khi  =  𝑛 𝑵ା th×  𝑦(௡)  =  𝑛 (𝑛 − 1) (𝑛 − 2) …  2.1 =  𝑛!. 
NÕu  𝑦 =  𝑥௡  th×  𝑦௠ = 0,  𝑚 >  𝑛. 
VÝ dô 11. Cho 𝑦 =  𝑙𝑛 (𝑥 + 3). TÝnh 𝑦(௡). 
VÝ dô 12.  Cho 𝑦 = sin 𝑥. TÝnh 𝑦(௡) . 
VÝ dô 13. Cho 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 5𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥. TÝnh  𝑦(௡) . 
VÝ dô 14. Cho 𝑦 =  (𝑥ଶ  +  2) 𝑒௫ . TÝnh 𝑦(௡). 
3.2. Vi ph©n 
XÐt hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) liªn tôc t¹i ®iÓm 𝑥 vµ l©n cËn cña nã. Cho 𝑥 sè gia 𝑥 th× sè gia cña hµm 

sè lµ  
               𝑦 =  𝑓(𝑥 + 𝑥)  −  𝑓(𝑥).                                                        (15)      
Râ rµng r»ng khi 𝑥 0  th× 𝑦 0. VÊn ®Ò ®Æt ra, h·y t×m c¸ch biÓu diÔn 𝑦 d­íi d¹ng ®¬n 

gi¶n 
                               𝑦 =  𝐴.𝑥 +   .𝑥.                               (16)  
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trong  ®ã A  lµ h»ng sè  kh«ng  phô thuéc vµo 𝑥. §¹i l­îng  A. 𝑥 tû lÖ bËc nhÊt ®èi víi 𝑥, 
cßn .𝑥 lµ VCB bËc cao h¬n so víi 𝑥 khi 𝑥 0. Nh­ vËy 𝑥 0 th×   0.  

3.2.1. §Þnh nghÜa vi ph©n 
§Þnh nghÜa 3.2.1. Cho hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥). NÕu sè gia 𝑦 biÓu diÔn ®­îc d­íi d¹ng (16) th× ta 

nãi hµm sè  𝑓(𝑥) kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑥 vµ biÓu thøc A. 𝑥 gäi lµ vi ph©n cña hµm sè  𝑦 =  𝑓(𝑥)t¹i ®iÓm 
𝑥, ký hiÖu lµ        𝑑𝑦 =  𝑑𝑓(𝑥)  =  𝐴.𝑥.                                                                               (17)  

 NÕu 𝐴  0,𝑥 kh¸ bÐ th× sè h¹ng thø hai cña (16) sÏ kh«ng ®¸ng kÓ so víi sè h¹ng ®Çu, nªn 
𝑦  𝐴.𝑥 vµ gäi nã lµ phÇn chÝnh bËc nhÊt cña sè gia 𝑦.  

VËy víi A  0 th× vi ph©n lµ phÇn chÝnh bËc nhÊt cña sè gia cña hµm sè.  
Tõ ®Þnh nghÜa vÒ hµm sè kh¶ vi vµ ®Þnh nghÜa ®¹o hµm cña hµm sè, dÔ dµng suy ra, nÕu hµm 

sè 𝑓(𝑥) kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑥 th× hµm sè ®ã cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm 𝑥 vµ ng­îc l¹i, ®ång thêi 𝐴 =  𝑓’(𝑥). 
Tõ ®ã theo c«ng thøc (17) ta cã              𝑑𝑦 = 𝑑𝑓 = 𝑓’(𝑥) .𝑥 .                                     (18)  

Trong tr­êng hîp 𝑥 = 𝑦 th×  𝑦ᇱ = 1 vµ   𝑦 =  1.𝑥 =  𝑥,   𝑑𝑦 =  𝑑𝑥  𝑥 =  𝑑𝑥. 
VËy tõ (18), ta cã                              𝑑𝑦 =  𝑑𝑓 =  𝑓’(𝑥) 𝑑𝑥 ,        (19) 

                         hay  𝑦’ =  𝑓’(𝑥)  =  
ௗ௬

ௗ௫
.                                      (20)  

VÝ dô 1. TÝnh dy, nÕu 𝑦 =  √1 + ln 𝑥. 
C«ng thøc (19) lµ c«ng thøc tÝnh vi ph©n t¹i ®iÓm 𝑥 bÊt kú, vËy t¹i ®iÓm  𝑥 = 𝑥଴ cô thÓ ta ®­îc 

vi ph©n t¹i ®iÓm 𝑥଴:     𝑑𝑓(𝑥଴) =  𝑓’(𝑥଴) .𝑥 =  𝑓’(𝑥଴). 𝑑𝑥.  

Trong thÝ dô trªn ta cã  𝑑𝑓(2)  =  
ଵ

ସ√ଵା௟௡
𝑑𝑥. 

VÝ dô 2. (2019-2) Cho hàm số 𝑓(𝑥) = ቊ
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡

ଵ

|௫|
   khi 𝑥 ≠ 0

0                  khi  𝑥 = 0
  Xét tính khả vi của hàm số tại 𝑥 = 0. 

VÝ dô 3. (2020-2) Chøng minh r»ng víi  𝑥 > 1   ta cã ln 𝑥  + arccot xଶ >
஠

ସ
. 

VÝ dô 4. (2022N1) Với giá trị nguyên nào của 𝑎 để hàm số sau khả vi   𝑓(𝑥) = ቄ
𝑥௔𝑒ି௫         khi 𝑥 ≠ 0
0                  khi 𝑥 = 0

   

VÝ dô 5. (2018N1) Tìm   𝑓(𝑥)   biết ௗ

ௗ௫
൫𝑓(2025𝑥)൯ = 𝑥ଶ  và  𝑓(0) = 0. 

3.2.2. Ý nghÜa h×nh häc cña vi ph©n  
 VÏ ®­êng cong 𝑦 =  𝑓(𝑥). LÊy trªn ®­êng cong ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦), kÎ tiÕp tuyÕn víi ®­êng cong 

t¹i M. Cho 𝑥 sè gia  𝑥, khi ®ã tung ®é 𝑦 cña ®­êng cong cã sè gia t­¬ng øng 𝑦 =  𝐴𝑀ଵ vµ tung 
®é trªn tiÕp tuyÕn 𝑀𝑇 cã sè gia t­¬ng øng lµ ®o¹n 𝐴𝐵. Trong tam gi¸c vu«ng 𝐴𝑀𝐵 ta cã 𝐴𝐵 =

 𝑀𝐴 tan  =  𝑥 . 𝑓’(𝑥)  =  𝑑𝑦. 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

VÒ mÆt h×nh häc, vi ph©n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm ®óng b»ng sè gia cña tung ®é tiÕp tuyÕn víi  
®­êng cong t¹i ®iÓm ®ã, cßn viÖc thay y bëi dy cã nghÜa lµ thay ®o¹n ®­êng cong bëi ®o¹n t­¬ng 
øng trªn tiÕp tuyÕn.  

Tõ c«ng thøc (19) ta suy ra vi ph©n cña hµm sè t¹i ®iÓm 𝑥 ®óng b»ng ®¹o hµm cña hµm sè ®ã 
t¹i ®iÓm x t­¬ng øng nh©n víi vi ph©n cña ®èi sè.  

              y                     M1   
                                             T 
                                        
                                     B 
                          M         A 
                               
         O                x    x+x     x 

H×nh 3.4 
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 (Chó ý r»ng 𝑑𝑥 =  𝑥 nªn 𝑑𝑥 lµ sè). V× vËy c¸c c«ng thøc tÝnh ®¹o hµm còng ¸p dông ®­îc 
cho c«ng thøc tÝnh vi ph©n. 

 Ch¼ng h¹n 𝑦 =  𝑢 𝑣 =>   𝑑𝑦 =  (𝑢𝑣)’𝑑𝑥 =  𝑢(𝑣’ 𝑑𝑥)  +  𝑣 (𝑢’ 𝑑𝑥)  =  𝑢 𝑑𝑣 +  𝑣𝑑𝑢, … 
3.2.3. Ứng dông vi ph©n ®Ó tÝnh gÇn ®óng 
Gi¶ sö 𝑦 =  𝑓(𝑥) lµ hµm sè kh¶ vi t¹i 𝑥 th×    𝑦 =  𝑓’(𝑥).𝑥 +   .𝑥.                          (21) 
Khi 𝑥 kh¸ bÐ th×   . 𝑥  lµ VCB bËc cao h¬n so víi 𝑥, nªn trong (21) bá qua  ®¹i l­îng  . 

x ta ®­îc  𝑦 =  𝑓(𝑥 + 𝑥)  −  𝑓(𝑥)  𝑓’(𝑥) 𝑥 =  𝑑𝑦    𝑓(𝑥 + 𝑥)  𝑓(𝑥)  +  𝑑𝑦 .           (22) 
C«ng thøc (22) gäi lµ c«ng thøc tÝnh gÇn ®óng b»ng vi ph©n vµ nã chØ cã nghÜa khi 𝑥 bÐ (cµng 

bÐ ®é chÝnh x¸c cµng cao). 
VÝ dô 6. (2018-2) Tính gần đúng nhờ vi phân A = √27,03

య . 
VÝ dô 7. Mét h×nh cÇu b»ng kim lo¹i cã b¸n kÝnh R = 5cm. Khi ®èt nãng th× b¸n kÝnh t¨ng thªm 

mét l­îng R = 0,1cm. Hái thÓ tÝch ®óng vµ gÇn ®óng cña h×nh cÇu sau khi ®· ®­îc ®èt nãng.  
3.2.4. Vi ph©n cÊp cao 
§Þnh nghÜa 3.2.2. Vi ph©n dy cña hµm sè  𝑦 =  𝑓(𝑥) lµ 𝑑𝑦 =  𝑓’(𝑥) 𝑑𝑥, nãi chung lµ hµm sè 

cña biÕn sè  𝑥 vµ gäi lµ vi ph©n cÊp 1. 
Vi ph©n cña vi ph©n cÊp 1 gäi lµ vi ph©n cÊp hai, ký hiÖu 𝑑(𝑑𝑦)  =  𝑑ଶ𝑦 vµ 
                             𝑑ଶ𝑦 =  𝑑[𝑑𝑑ଶ𝑦]  =  𝑑[𝑓’(𝑥)𝑑𝑥]  =  𝑓’’(𝑥) . 𝑑𝑥ଶ.                (23)  
T­¬ng tù vi ph©n cña vi ph©n cÊp n –1 gäi lµ vi ph©n cÊp n vµ  
                                          𝑑௡𝑦 =  𝑑 (𝑑௡ିଵ𝑦)  =  𝑓(௡)(𝑥) . 𝑑𝑥௡                                                                                                    (24)                                                            

  Chó ý: NÕu 𝑦 =  𝑓(𝑢),   𝑢 =  (𝑥) => 𝑑𝑦 = 𝑓’௨ . 𝑢’௫  𝑑𝑥 = 𝑓’௨. 𝑑𝑢 . 
Cßn 𝑑ଶ𝑦 =  𝑑 [𝑓’௨ . 𝑑𝑢]]  =  𝑓′’௨௨ . 𝑑𝑢ଶ  +  𝑓’௨. 𝑑ଶ𝑢 , nghÜa lµ vi ph©n cÊp cao cña hµm hîp d¹ng ®· 

thay ®æi.  
3.3. §Þnh lý vÒ hµm sè kh¶ vi vµ øng dông   
3.3.1. Mét sè ®Þnh lý vÒ hµm sè kh¶ vi 
 §Þnh lý Lagrange. NÕu hµm sè 𝑓(𝑥) liªn tôc trong ®o¹n [a,b], cã ®¹o hµm h÷u h¹n 𝑥 (𝑎, 𝑏) th× 

trong kho¶ng (𝑎, 𝑏) ®ã cã Ýt nhÊt mét ®iÓm 𝑐:  𝑎 <  𝑐 <  𝑏 sao cho  
                                            𝑓(𝑏)  −  𝑓(𝑎)  =  𝑓’(𝑐) (𝑏 − 𝑎),                                                             (25) 

 hay                              ௙
(௕)ି௙(௔)

௕ି௔
= 𝑓 ′(𝑐). 

§Þnh lý nµy c«ng nhËn, ë ®©y chØ nªu lªn ý nghÜa h×nh häc cña ®Þnh lý.  

Ta ®· biÕt 
௙(௕)ି௙(௔)

௕ି௔
lµ hÖ gãc cña d©y cung AB; cßn 𝑓′(𝑐) lµ hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn víi ®­êng cong 

𝑦 =  𝑓(𝑥) t¹i ®iÓm 𝑥 =  𝑐. V× vËy ý nghÜa h×nh häc cña ®Þnh lý Lagrange lµ: nÕu cung cong AB liªn tôc 
vµ mäi ®iÓm ®Òu cã tiÕp tuyÕn th× trªn cung  Êy cã Ýt nhÊt mét ®iÓm C cã hoµnh ®é  𝑥 =  𝑐  (𝑎 <  𝑐 <

 𝑏) t¹i ®ã cã tiÕp tuyÕn song  song víi d©y cung AB .                          
D¹ng kh¸c cña c«ng thøc Lagrange (25):  

Do 𝑐 (𝑎, 𝑏) nªn 0 <
௖ି௔

௕ି௔
< 1. §Æt 

௖ି௔

௕ି௔
= 𝜃 , (0 <   <  1)  𝑐 =  𝑎 + (𝑏 − 𝑎), khi ®ã c«ng 

thøc Lagrange (25) cã thÓ viÕt l¹i d­íi d¹ng 
                                𝑓(𝑏)  −  𝑓(𝑎)  =  𝑓’(𝑎 +  (𝑏 − 𝑎)). (𝑏 − 𝑎).                              (26) 
§Þnh lý Rolle. (HÖ qu¶ ®Þnh lý Lagrange) Víi c¸c gi¶ thiÕt cña ®Þnh lý Lagrange, vµ nÕu 𝑓(𝑎)  =  𝑓(𝑏) 

th× tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm 𝑐 (𝑎, 𝑏) ®Ó     𝑓’(𝑐)  =  0.                                                       (29) 
§Þnh  lý Cauchy. Cho hai hµm sè  𝑓(𝑥) vµ 𝑔(𝑥) cïng liªn tôc trªn [a,b], kh¶ vi trong (a,b) ®ång thêi 

𝑔′(𝑥)kh«ng triÖt tiªu trong kho¶ng ®ã vµ 𝑔(𝑏)  𝑔(𝑎)  th× tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm 𝑐 (𝑎, 𝑏) sao cho 

                                    
௙(௕)ି௙(௔)

௚(௕)ି௚(௔)
=

௙′(௖)

௚′(௖)
.                                                       (30)  

Tõ ®Þnh lý Cauchy, ta thÊy c«ng thøc trong ®Þnh lý Lagrange lµ tr­êng hîp riªng cña ®Þnh lý Cauchy v× 
trong (30) chØ cÇn chän 𝑔(𝑥)  =  𝑥 ta ®­îc c«ng thøc (25).  
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VÝ dô 1. Cho hµm sè  𝑦 = 𝑓(𝑥) = 1 − √𝑥ଶయ
. Hái hµm sè ®· cho trªn [-1;1] cã tháa m·n ®Þnh lý Rolle 

kh«ng?  
VÝ dô 2. Chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh  3𝑥ହ +  15𝑥 −  8 =  0, chØ cã mét nghiÖm thùc duy nhÊt. 
VÝ dô 3. T×m ®iÓm trªn ®­êng cong  𝑦 =  𝑥ଷ, mµ t¹i ®ã cã tiÕp tuyÕn song song víi d©y cung ®i qua 

𝐴 (−1; −1)𝑣à 𝐵(2;  8). 
VÝ dô 4. (2022N1) Cho 𝑓 (𝑥) hµm sè   liên tục  trªn [0;1] , khả vi trên (0,1) và 𝑓(0) = 𝑓(1) = 0   Chứng 

minh rằng  tồn tại hằng số  c ∈ (0,1)sao cho  𝑓 (𝑐) + 𝑓′ (𝑐) = 0. 
VÝ dô 5. (2019N1) Cã  áp dụng được   ®Þnh lý Fermat cho hµm sè  𝑦 = 𝑓(𝑥) = |x − 1| trªn  [0; 2]? Tìm cực 

trị hàm số này. 
VÝ dô 6. (2019N1) Cho  𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0. Chứng minh rằng phương trình 4𝑎𝑥ଷ − 3𝑏𝑥ଶ + 𝑐 = 0 luôn có 

nghiệm thuộc (0,1). 
VÝ dô  7. (2019N1) Chứng minh rằng:   6 arctan 𝑥 + 5 arctan(𝑥 + 2) < 11 arctan(𝑥 + 1), ∀𝑥 > 0   (1) 

3.3.2. Quy t¾c L'Hospital ®Ó khö d¹ng bÊt ®Þnh  𝟎
𝟎

,
ஶ

ஶ
 

Quy t¾c L'Hospital: 
1) NÕu c¸c hµm sè 𝑓(𝑥) vµ 𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh t¹i l©n cËn ®iÓm 𝑥଴, 
2)  Cã ®¹o hµm 𝑓′(𝑥), 𝑔′(𝑥) ë l©n cËn cña ®iÓm 𝑥଴ vµ 𝑔′(𝑥)  0, 𝑘ℎ𝑖 𝑥  𝑥଴, 
3)  𝑓(𝑥଴)  =  𝑔(𝑥଴)  =  0, 

khi ®ã nÕu 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

௙ᇲ(௫)

௚ᇲ(௫)
= 𝐴   (A h÷u h¹n hoÆc ) th× 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
= 𝐴.                                                                       

Chó ý 1. Khi 𝑥  , quy t¾c L'Hospital còng ®óng: 

                                      𝑙𝑖𝑚
௫→∞

௙(௫)

௚(௫)
= 𝑙𝑖𝑚

௫→∞

௙′(௫)

௚′(௫)
.                                             (31) 

Chó ý 2. NÕu 𝑓’(𝑥) = 𝑔′(𝑥) =  0 vµ c¸c hµm sè 𝑓’(𝑥), 𝑔′(𝑥)tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn cña quy t¾c 

L'Hospital th× cã thÓ ¸p dông lÇn n÷a ®èi víi 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

௙ᇲ(௫)

௚ᇲ(௫)
, nghÜa lµ sau mét lÇn ¸p dông quy t¾c 

L'Hospital, vÉn gÆp  d¹ng bÊt ®Þnh 
଴

଴
, th× cã thÓ ¸p dông tiÕp ®èi víi tû sè míi ®ã. 

Chó ý 3. Quy t¾c L’Hospital chØ lµ ®iÒu kiÖn ®ñ, nªn nÕu   𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

௙ᇲ(௫)

௚ᇲ(௫)
 kh«ng tån t¹i, th× 𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௙(௫)

௚(௫)
 

vÉn cã thÓ tån t¹i, trong tr­êng hîp ®ã ta ph¶i t×m c¸ch khö d¹ng bÊt ®Þnh 
଴

଴
. 

Chó ý 4. Trong tr­êng hîp  𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

௙(௫)

௚(௫)
 cã d¹ng 

ஶ

ஶ
 th× quy  t¾c L'hospital vÉn ®óng. 

VÝ dô 8. T×m c¸c giíi h¹n sau: 

a) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ଵି௖௢௦

௫మ
               (d¹ng 

଴

଴
). 

b) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

tg௫ି௫

௫ି௦௜௡
             (d¹ng 

଴

଴
). 

c) 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

௟௡

௫೙
           (d¹ng 

ஶ

ஶ
). 

d)  𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

௫೙

௘ೣ           (d¹ng 
ஶ

ஶ
). 

     VÝ dô 9. T×m 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

௫ି௦௜௡

௫ା௦௜௡ ௫
,   (d¹ng 

଴

଴
). 

Mét sè d¹ng bÊt ®Þnh kh¸c sau khi biÕn ®æi cã thÓ ¸p dông quy t¾c L'Hospital. 
     1) D¹ng bÊt ®Þnh  -  

Cã thÓ quy ®ång mÉu sè hoÆc nh©n víi biÓu thøc liªn hîp ®Ó ®­a vÒ d¹ng bÊt ®Þnh 
଴

଴
 hoÆc 

ஶ

ஶ
. 

VÝ dô 10. T×m:   a) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

ቀ
ଵ

௫
−

ଵ

௘ೣିଵ
ቁ ;                     b) 𝑙𝑖𝑚

௫→଴
ቀ

ଵ

௫
− 𝑐𝑜𝑡𝑥ቁ. 
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 2) D¹ng bÊt ®Þnh  0.  

Gi¶ sö 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑢(𝑥) = 0;   𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑣(𝑥) = ∞, tÝnh 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑢(𝑥). 𝑣(𝑥) (d¹ng 0.) ta biÕn ®æi vÒ d¹ng  ଴
଴
 hoÆc 

ஶ

ஶ
 

b»ng c¸ch viÕt 𝑢(𝑥). 𝑣(𝑥) =  
௨(௫)

భ

ೡ(ೣ)

 hoÆc 𝑢(𝑥). 𝑣(𝑥) =
௩(௫)

భ

ೠ(ೣ)

 sau ®ã ¸p dông quy t¾c L'Hospital. 

VÝ dô 11. T×m các giới hạn sau: 
a) 𝑙𝑖𝑚

௫→଴ା଴
𝑥ଶ 𝑙𝑛 𝑥,           (d¹ng 0, ). 

b) 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

(4 − 𝑥ଶ)tan
గ௫

ସ
, (d¹ng 0, ). 

c) 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

𝑥 𝑙𝑛[ 𝑐𝑜𝑠
ଵ

௫
],  (d¹ng 0, ). 

     3) D¹ng bÊt ®Þnh 1, 0, 00 

XÐt  hµm sè d¹ng [𝑢(𝑥)]௩(௫). Gi¶ sö khi 𝑥  𝑥଴ ta cã c¸c tr­êng hîp: 
a) 𝑢(𝑥)  1, 𝑣(𝑥)              d¹ng v« ®Þnh 1. 
b) 𝑢(𝑥)  , 𝑣(𝑥)  0           d¹ng v« ®Þnh 0. 
c) 𝑢(𝑥) 0, 𝑣(𝑥)0               d¹ng v« ®Þnh 00. 

§Ó tÝnh 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

[𝑢(𝑥)]௩(௫) ta sö dông c¸c c«ng thøc:    𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

[𝑢(𝑥)]௩(௫) = 𝑒
௟௜௠

ೣ→ೣబ
௩(௫).௟௡ ௨(௫)

.  

VÝ dô 12. T×m các giới hạn sau: 

    a) 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

𝑥
భ

భషೣ,                       (d¹ng 1).   

    b) 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

(𝑥 + 𝑒௫)
భ

ೣ,  (d¹ng 0).  

    c) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴ା଴

(𝑠𝑖𝑛 𝑥)tg௫,  (d¹ng 0). 

     d) (2018-2) Tính I =  𝑙𝑖𝑚
௫→

ഏ

మ

 |𝑡𝑎𝑛  (2𝑥)|௖௢௦௫. 

3.3.3. Khai triÓn Taylor 
§Þnh lý 3.3.1. Cho hµm sè 𝑓(𝑥) kh¶ vi ®Õn cÊp n + 1 trong kho¶ng (a,b). Khi ®ã víi 𝑥଴(𝑎, 𝑏) 

ta cã c«ng thøc 

𝑓(𝑥)  =  𝑓(𝑥଴)  +
𝑓 ′(𝑥଴)

1!
(𝑥 − 𝑥଴) +

𝑓 ′′(𝑥଴)

2!
(𝑥 − 𝑥଴)ଶ + 

                           + ⋯ +
௙

(೙)
(௫బ)

௡!
(𝑥 − 𝑥଴)௡ +

௙
(೙శభ)

(௖)

(௡ାଵ)!
(𝑥 − 𝑥଴)௡ାଵ,                                  (32) 

trong ®ã  𝑥 (𝑎, 𝑏), 𝑐 lµ ®iÓm trung gian gi÷a  𝑥଴ vµ 𝑥, (𝑐 = 𝑥଴ +   (𝑥 − 𝑥଴);  0 <  < 1). 
C«ng thøc (32) ®­îc gäi lµ c«ng thøc khai triÓn Taylor. 

BiÓu thøc 𝑅௡(𝑥) =
௙

(೙శభ)
(௖)

(௡ାଵ)!
(𝑥 − 𝑥଴)௡ାଵ ®­îc gäi lµ phÇn d­ d¹ng Lagrange. 

NhiÒu khi c«ng thøc Taylor ®­îc dïng d­íi d¹ng sau 

                            𝑓(𝑥)  =  ∑
௙

(ೖ)
(௫బ)

௞!
(𝑥 − 𝑥଴)௞ + 𝑂((𝑥 − 𝑥଴)௡)௡

௞ୀ଴ .                              (33) 

BiÓu thøc 𝑅௡(𝑥) = 𝑂((𝑥 − 𝑥଴)௡) ®­îc gäi lµ phÇn d­ d¹ng Peano.  
§èi víi c«ng thøc Taylor (32), víi 𝑥଴ = 0 ta cã c«ng thøc Maclaurin 

                               𝑓(𝑥)  =  ∑
௙

(ೖ)
(଴)

௞!
𝑥௞ + 𝑅௡(𝑥)௡

௞ୀ଴ ,                                                  (34) 

víi phÇn d­ 𝑅௡(𝑥)  =  
௙

(೙శభ)
(௖)

(௡ାଵ)!
𝑥௡ାଵ hoÆc 𝑅௡(𝑥) = 𝑂((𝑥)௡). 

C«ng thøc Maclaurin mét sè hµm s¬ cÊp: 
    1)   𝑓(𝑥)  =   𝑒௫ ,   𝑑𝑜 𝑓(௞)(𝑥)  =   𝑒௫, 𝑓(௞)(0)  =  1 𝑘 =  0,1, . . , 𝑛 + 1 

                              𝑒௫ = 1 +
௫

ଵ!
+

௫మ

ଶ!
+ ⋯ +

௫೙

௡!
+ 𝑂(𝑥௡). 
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—

—
6 2 

    2) 𝑓(𝑥)  =  𝑠𝑖𝑛𝑥, ta cã   𝑓(௞)  =  sin(𝑥 + 𝑘
గ

ଶ
), 

                         𝑓(ଶ௡)(0)  =  𝑠𝑖𝑛(𝑛)  =  0, 

                        𝑓(ଶ௡ିଵ)(0) =  𝑠𝑖𝑛[(2𝑛 − 1)
గ

ଶ
]  =  (−1)௡ିଵ, 𝑛 =  1,2,3 … 

                       sin𝑥 =  𝑥 −
௫య

ଷ!
+

௫ఱ

ହ!
− ⋯ + (−1)௡ିଵ.

௫మ೙షభ

(ଶ௡ିଵ)!
+ 𝑂(𝑥ଶ௡). 

    3) 𝑓(𝑥) = cos 𝑥. T­¬ng tù ta cã 

              cos𝑥 = 1 −
௫మ

ଶ!
+

௫ర

ସ!
− ⋯ + (−1)௡ିଵ.

௫మ೙

(ଶ௡)!
+ 𝑂(𝑥ଶ௡ାଵ). 

    4)   𝑓(𝑥)  =  (1 + 𝑥),    𝑥 > −1, 𝑹, ta cã 

     (1 + 𝑥)ఈ = 1 + 𝛼𝑥 +
ఈ(ఈିଵ)

ଶ!
𝑥ଶ + ⋯ +

ఈ(ఈିଵ).(ఈିଶ)…(ఈି௡ାଵ)

௡!
𝑥௡ + 𝑂(𝑥௡). 

§Æc biÖt 

a) 
ଵ

ଵା௫
= 1 − 𝑥 + 𝑥ଶ − 𝑥ଷ + ⋯ + (−1)௡𝑥௡ + 𝑂(𝑥௡). 

b) √1 + 𝑥 = 1 +
௫

ଶ
−

௫మ

଼
+ 𝑂(𝑥ଶ). 

c) 
ଵ

√ଵା௫
= 1 −

௫

ଶ
−

ଷ௫మ

଼
+ 𝑂(𝑥ଶ). 

  5) 𝑓(𝑥)  =  𝑙𝑛(1 + 𝑥), 𝑥 >  −1, ta cã 

                    ln(1 + 𝑥)  = 𝑥 −
௫మ

ଶ
+

௫య

ଷ
− ⋯ + (−1)௡ିଵ ௫೙

௡
+ 𝑂(𝑥௡). 

  6) 𝑓(𝑥) = arctan 𝑥 , 𝑥𝑹, ta cã 

                   arctan𝑥 = 𝑥 −
௫య

ଷ
+

௫ఱ

ହ
− ⋯ + (−1)௡ିଵ.

௫మ೙షభ

ଶ೙షభ
+ 𝑂(𝑥ଶ௡). 

Sö dông c¸c triÓn khai 1) - 6) ta cã thÓ t×m ®­îc khai triÓn cña mét sè hµm sè kh¸c mµ kh«ng 
ph¶i sö dông ®¹o hµm trùc tiÕp c¸c hµm sè ®ã. 

VÝ dô 13. ViÕt khai triÓn Maclaurin cña hµm 𝑒௖௢௦௫ ®Õn sè h¹ng 𝑥ସ. 

VÝ dô 14. ViÕt c«ng thøc Taylor cña hµm sè 𝑓(𝑥)  =  √𝑥
య  ®Õn sè h¹ng bËc ba cña x–1. 

VÝ dô 15. (2017) T×m 𝐴 = 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௟௡(ଵାଶ௫)ି௦௜௡ଶ

௫మ . 

VÝ dô 16. (2020-2)Tìm khai triển  Taylo của  hàm số   𝑓(𝑥) =
௫ିଵ

௫ାଵ
    tại 𝑥 = 1đến  (x − 1)ସ . 

VÝ dô 17. (2019N1) Tính gần đúng 𝑒଴,ଵ với sai số bé hơn 10ିସ. 

VÝ dô 18. (2019-2)  Cho hàm số   𝑓(𝑥) =
ଵ

ଵା௫య
 . Tính    𝑓(ଵହ଴଴)(0) 

VÝ dô 19. (2022N2)  Cho hàm số    𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥ଶయ  . Tính    𝑓(ଵ଴)(0) 
Một số chú ý khi thay tương đương khi có hiệu hai  vô cùng bé (VCB) 
(1) Nếu 𝛼ଵ(𝑥), 𝛼ଶ(𝑥), 𝛽ଵ(𝑥), 𝛽ଶ(𝑥) là các VCB khi x → x0 và 𝛼ଵ(𝑥)~𝛼ଶ(𝑥), 𝛽ଵ(𝑥)~ 𝛽ଶ(𝑥) thì 

𝛼ଵ(𝑥) −  𝛽ଵ(𝑥)~𝛼ଶ(𝑥) −  𝛽ଶ(𝑥) ngoại trừ trường hợp 𝛼ଵ(𝑥) và  𝛽ଵ(𝑥) là các VCB tương đương 
hoặc không so sánh được với nhau.  

Trường hợp 𝛼ଵ(𝑥) +  𝛽ଵ(𝑥) có tương đương với 𝛼ଶ(𝑥) + 𝛽ଶ(𝑥) hay không chúng ta lập luận tương 
tự. Vẫn thay tương đương được bình thường ngoại trừ trường hợp 𝛼ଵ(𝑥) và  𝛽ଵ(𝑥)là các VCB tương 
đương hoặc không so sánh được với nhau. 

(2) Hiệu hai VCB tương đương 
Trong mục (1) chúng ta biết rằng không thay tương đương được trong biểu thức 𝛼(𝑥)  ±  𝛽(𝑥) nếu 

𝛼(𝑥) và 𝛽(𝑥) là các VCB tương đương. Vậy hiệu của hai VCB tương đương là gì? 
Hiệu hai VCB cùng bậc là một VCB bậc cao hơn cả hai VCB đó, vậy cụ thể, cao hơn là bậc bằng bao 

nhiêu? Lấy, chẳng hạn, 𝛼(𝑥)  =  𝑥, ở ví dụ trên ta đã chỉ ra một số hiệu của hai VCB tương đương "trong 
tự nhiên", như là  𝑥 −  𝑠𝑖𝑛 𝑥 ∼ 𝑥ଷ 

cùng bậc với VCB 𝛼(𝑥)  =  𝑥ଷ, còn 𝑥 −  (𝑒௫  −  1) ∼  −𝑥ଶ 
cùng 
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bậc với VCB 𝛽(𝑥)  =  𝑥ଶ khi x → 0. Với các VCB tương đương "nhân tạo" sau đây thì 𝑥 −  𝛽(𝑥) có thể 
cùng bậc với 𝑥௔  (𝑎 >  1) bất kì.  

(3)Ba phương pháp (mới) để tính giới hạn 
Như vậy đến thời điểm hiện tại chúng ta đã học được ba phương pháp mới để tính giới hạn, đó là 
• Phương pháp sử dụng VCB-VCL  (thay tương đương, ngắt bỏ), 
• Phương pháp dùng khai triển Maclaurin, 
• Phương pháp dùng quy tắc L’Hospital. 

VÝ dô 19. T×m c¸c giíi h¹n sau 

         a) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௘ೣି௘షೣିଶ௫

௫ି௦௜௡
;           b) 𝑙𝑖𝑚

௫→଴

tan(tanx)ି௦௜௡( ௦௜௡ ௫)

tan௫ି௦௜௡
;             c)  𝑙𝑖𝑚

௫→଴

ଵି√ଵାଶ௫ర ୡ୭ୱ(√ଶ௫మ)

௫ఱ ୪୬ (ଵିଶ ௫య)
; 

VÝ dô 20. T×m c¸c giíi h¹n sau  𝑰 = 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௘ೣି ௦௜௡ ௫ ି ௖௢௦ ௫ 

௫మ
; 

Cách 1. (thay tương đương) 𝑰 = 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௘ೣି 𝒔𝒊𝒏 ௫ ି 𝒄𝒐𝒔 ௫ 

௫మ
= 𝑙𝑖𝑚

௫→଴

(௘ೣିଵ)ି 𝒔𝒊𝒏 ௫ା(ଵ ି 𝒄𝒐𝒔 ௫) 

௫మ
= 𝑙𝑖𝑚

௫→଴

௫ି ௫ା௫మ/ଶ

௫మ
=

𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௫మ/ଶ

௫మ =
ଵ

ଶ
. 

Cách 2. (dùng quy tắc L’Hospital) 𝑰 = 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௘ೣି ௦௜௡ ௫ ି ௖௢௦ ௫ 

௫మ = 𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௘ೣି ௖௢௦ ௫∓௦௜௡ ௫ 

ଶ௫
= 𝑙𝑖𝑚

௫→଴

௘ೣା ௦௜௡௫∓௖௢௦ ௫ 

ଶ
= 1 

Có 2 cách giải (cách nào đúng????????): 

VÝ dô 21. (2020N1)T×m  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑹  sao cho  𝑙𝑖𝑚
௫→଴

௘ೣି 𝒄𝒐𝒔 ௫ା௔௫ା௕௫మ 

௫య = 𝑐; 

IV. Kh¶o s¸t hµm sè 
4.1. Mét sè vÊn ®Ò liªn quan víi ®å thÞ hµm sè 
4.1.1. Sù t¨ng gi¶m cña hµm sè 
§Þnh lý 4.1.1. Cho  hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh, liªn tôc vµ cã ®¹o hµm h÷u h¹n trong kho¶ng 

(a, b)  R. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hµm sè 𝑓(𝑥) t¨ng (hay ®ång biÕn) trong kho¶ng (a,b) lµ 
𝑓’(𝑥) >  0,𝑥  (𝑎, 𝑏); ng­îc l¹i  𝑓’(𝑥) <  0,𝑥  (𝑎, 𝑏) th× hµm sè 𝑓(𝑥) gi¶m (hay nghÞch biÕn) trong 
kho¶ng (a,b). 

Hµm sè ®ång biÕn hay nghÞch biÕn gäi chung lµ hµm ®¬n ®iÖu. 
Trong tr­êng hîp  𝑓’(𝑥)  0,𝑥  (𝑎, 𝑏) th× ta nãi hµm sè 𝑓(𝑥) kh«ng gi¶m trong (a, b), ng­îc 

l¹i 𝑓’(𝑥) 0 th×  ta nãi hµm sè 𝑓(𝑥) kh«ng t¨ng trong kho¶ng ®ã. 
Tõ ®Þnh lý nµy ta suy ra c¸ch t×m kho¶ng t¨ng, gi¶m cña hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) nh­ sau: 
   1) T×m miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè trong kho¶ng t­¬ng øng hµm sè liªn tôc. 
   2)  TÝnh 𝑦ᇱ = 𝑓′(𝑥). 
   3)  T×m nghiÖm thùc cña ph­¬ng tr×nh 𝑓ᇱ(𝑥) = 0 hoÆc c¸c ®iÓm mµ  𝑓′(𝑥) =  , hoÆc 𝑓′(𝑥) 

kh«ng tån t¹i  thuéc miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè. C¸c ®iÓm Êy gäi lµ c¸c ®iÓm tíi h¹n. 
   4)  S¾p xÕp tÊt c¶ c¸c ®iÓm trªn theo thø tù t¨ng dÇn vµ lËp b¶ng biÕn thiªn xÐt dÊu cña 

𝑓′(𝑥) trong kho¶ng x¸c ®Þnh t­¬ng øng ta ®­îc kho¶ng t¨ng, gi¶m cña hµm sè ®· cho. 

VÝ dô 1. T×m kho¶ng t¨ng, gi¶m cña hµm sè 𝑦 =  √𝑥
య

− √𝑥 + 1
య . 

VÝ dô 2.  T×m kho¶ng t¨ng gi¶m cña hµm sè 𝑦 =  arcsin
ଵି௫మ

ଵା௫మ. 

4.1.2. Cùc trÞ cña hµm sè 
§Þnh nghÜa 4.1.1. Hµm sè  𝑦 =  𝑓(𝑥) gäi lµ  ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 𝑥଴  MX§, nÕu mäi ®iÓm 𝑥 

thuéc l©n cËn cña ®iÓm  𝑥଴, 𝑥 −  𝑥଴ = x, víi  x kh¸ bÐ, d­¬ng hoÆc ©m ta ®Òu cã  𝑓(𝑥)  =  𝑓(𝑥଴ +

 𝑥)  𝑓(𝑥଴). 
Ng­îc l¹i:  𝑓(𝑥)  =  𝑓(𝑥଴   +  𝑥)  𝑓(𝑥଴) th× ta nãi hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm 𝑥଴. 
Gi¸ trÞ cùc ®¹i, cùc tiÓu gäi chung lµ cùc trÞ cña hµm sè, cßn ®iÓm 𝑥 = 𝑥଴ ®Ó hµm sè ®¹t cùc trÞ 

gäi lµ ®iÓm cùc trÞ  cña hµm sè. 
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Chó ý 1: Muèn x¸c ®Þnh  mét ®iÓm nµo ®ã lµ ®iÓm cùc trÞ  ta cÇn so s¸nh gi¸ trÞ cña hµm sè 

t¹i ®iÓm ®ã víi gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i mét l©n cËn cña nã vÒ c¶ hai phÝa, cho nªn mét hµm sè x¸c 
®Þnh trªn ®o¹n kÝn [a,b] ta chØ xÐt cùc trÞ t¹i nh÷ng ®iÓm bªn trong cña ®o¹n ®ã, nghÜa lµ nh÷ng 
®iÓm  𝑥  (𝑎, 𝑏). 

Chó ý 2: Gi¸ trÞ cùc trÞ ë ®©y chØ cã tÝnh chÊt ®Þa ph­¬ng nghÜa lµ chØ lín h¬n hoÆc bÐ h¬n trong 
"l©n cËn" cña nã  chø kh«ng ph¶i trong toµn kho¶ng cña miÒn x¸c ®Þnh. 

§Þnh lý 4.1.2. ( §iÒu kiÖn ¾t cã cña cùc trÞ). NÕu hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥)  ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm 𝑥଴MX§, 
cã ®¹o hµm giíi néi t¹i ®iÓm 𝑥 = 𝑥଴ vµ l©n cËn cña nã th× 𝑓’(𝑥଴)  =  0. 

Chó ý: §Þnh lý trªn chØ cho ®iÒu kiÖn cÇn kh«ng ®ñ, nghÜa lµ 𝑓’(𝑥ଵ)  =  0 th× ch­a h¼n ®iÓm 𝑥ଵ 
lµ ®iÓm cùc trÞ. 

§Þnh  lý 4.1.3. (§iÒu kiÖn ®ñ cña cùc trÞ). Gi¶ sö hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh liªn tôc trong 
kho¶ng (a, b) chøa ®iÓm  tíi  h¹n 𝑥଴ vµ cã ®¹o hµm giíi néi trong toµn kho¶ng Êy (cã thÓ trõ ®iÓm 
𝑥଴).NÕu khi 𝑥 v­ît qua ®iÓm 𝑥଴ (tõ tr¸i sang ph¶i) mµ  𝑓′(𝑥) ®æi dÊu tõ d­¬ng sang ©m th× ®iÓm 
𝑥଴ lµ ®iÓm cùc ®¹i, ng­îc l¹i  𝑓′(𝑥) ®æi dÊu tõ ©m sang d­¬ng th× ®iÓm Êy lµ ®iÓm cùc tiÓu. 

( C¸c ®Þnh lý  nµy ®ã biÕt trong gi¸o tr×nh phæ th«ng) 
Tõ ®Þnh lý nµy ta suy ra quy  t¾c t×m cùc trÞ cña hµm sè  nh­ sau: 
      1) T×m miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥). 
      2) TÝnh 𝑦′ = 𝑓′(𝑥), t×m c¸c ®iÓm tíi h¹n, nghÜa lµ t×m c¸c ®iÓm 𝑓’(𝑥) = 0, 𝑓’(𝑥) = ,  𝑓’(𝑥)  

kh«ng tån t¹i, thuéc MX§. 
      3) S¾p xÕp c¸c ®iÓm tíi h¹n theo thø tù t¨ng dÇn vµ xÐt dÊu cña ®¹o hµm  trong kho¶ng 

t­¬ng øng. 
       4) T×m gi¸ trÞ cùc ®¹i 𝑦௠௔௫ vµ cùc tiÓu 𝑦௠௜௡cña hµm sè.  

Ch¼ng h¹n, trong vÝ dô 1, th× ®iÓm 𝑥 =
ଵ

ଶ
 lµ ®iÓm cùc tiÓu vµ gi¸ trÞ cùc tiÓu lµ 

                                                                𝑦௠௜௡  =  𝑦 (−
ଵ

ଶ
)  =  − √4

య
. 

Trong vÝ dô 2,  th× 𝑥 = 0 lµ ®iÓm cùc ®¹i vµ   𝑦௠௔௫  =  𝑦 (0)  =  
గ

ଶ
. 

VÝ dô 3. T×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑦 =   (𝑥ଶ  −  1)ଷ  +  1. 

VÝ dô 4. T×m cùc  trÞ cña hµm sè    𝑦 =  (𝑥 −  1)√𝑥ଶయ
. 

VÝ dô 5. (2018N2)T×m cực trị cña hµm sè 𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 3)𝑒௫మ
 

Trong thùc tÕ ta gÆp nh÷ng hµm  sè cã v« sè ®iÓm tíi h¹n, kh«ng cã kh¶ n¨ng s¾p xÕp thø tù 
cña c¸c ®iÓm tíi h¹n (nghÜa lµ kh«ng lËp ®­îc b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè). Khi ®ã cã thÓ sö 
dông kÕt qu¶ sau 

§Þnh lý 4.1.4. Gi¶ sö hµm sè  𝑦 = 𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh liªn tôc vµ cã ®¹o hµm liªn tiÕp ®Õn cÊp n 

trong kho¶ng (a,b). §iÓm 𝑥 = 𝑥଴ (𝑎, 𝑏) vµ   𝑓’(𝑥଴) = 𝑓 ’’(𝑥଴) = ⋯ = 𝑓(௡ିଵ)(𝑥଴) = 0, cßn  
𝑓(௡)(𝑥଴)  0. 

    1) NÕu 𝑛 =  2𝑘 (𝑘 =  1,2, … ) lµ sè ch½n th× hµm sè ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm 𝑥଴ vµ lµ cùc ®¹i nÕu  
𝑓(௡)(𝑥଴) < 0, lµ cùc tiÓu nÕu 𝑓(௡)(𝑥଴) > 0. 

    2) NÕu 𝑛 =  2𝑘 − 1  (𝑘 1,2 … ) lµ sè lÎ th× hµm sè kh«ng ®¹t  cùc trÞ t¹i ®iÓm ®ã. 
Tr­êng hîp riªng khi n = 2, nghÜa lµ 𝑓’(𝑥଴)  =  0, 𝑓’’(𝑥଴)  0, hµm sè ®¹t cùc trÞ 𝑥଴ vµ nÕu 

𝑓’’(𝑥଴)  >  0 hµm sè ®¹t cùc tiÓu, vµ 𝑓’’(𝑥଴)  <  0 hµm sè ®¹t cùc ®¹i. ( Tr­êng hîp nµy ®· biÕt tõ 
gi¸o tr×nh phæ th«ng, cßn §Þnh lý 4.1.4 lµ më réng ®èi víi ®¹o hµm cÊp cao h¬n 2). 

VÝ dô 6. T×m cùc trÞ cña hµm sè   𝑦 =  sin2𝑥 −  𝑥. 

VÝ dô 7. (2022N1)T×m cùc trÞ cña hµm sè   𝑓(𝑥) = √3 sin 𝑥 + cos 𝑥 + 𝑥, trong khoảng (0,2π) 
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4.1.3. Gi¸ trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt cña hµm sè trªn ®o¹n  [a,b]  
§Þnh nghÜa 4.1.2. Hµm sè 𝑓(𝑥) gäi lµ ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt (Ln) t¹i ®iÓm 𝑥ଵ  [𝑎, 𝑏] nÕu:𝑥  [𝑎, 𝑏] 

ta ®Òu cã 𝑓(𝑥)  𝑓(𝑥ଵ). 
Ng­îc l¹i, 𝑥  [𝑎, 𝑏] ta ®Òu cã 𝑓(𝑥)  𝑓(𝑥ଶ), 𝑥ଶ  [𝑎, 𝑏] th× 𝑓(𝑥ଶ) gäi lµ gi¸ trÞ  bÐ nhÊt (Bn) cña 

hµm sè 𝑓(𝑥) trªn ®äan [a,b].  
Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta suy ra c¸ch t×m gi¸ trÞ Ln vµ Bn cña hµm sè  𝑦 = 𝑓(𝑥) trªn  ®äan [a, b] 

nh­ sau: 
  1) T×m c¸c ®iÓm tíi h¹n cña hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) trong kho¶ng (a, b), ®ã lµ nh÷ng ®iÓm mµ 

𝑓′(𝑥) = 0, 𝑓′(𝑥) =   hoÆc 𝑓′(𝑥)  kh«ng tån t¹i. 
  2) TÝnh gi¸ trÞ cña hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) t¹i c¸c ®iÓm  tíi h¹n trong kho¶ng (a,b) vµ tÝnh 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏). 
  3) So s¸nh c¸c gi¸ trÞ t×m ®­îc, ta ®­îc trÞ Ln vµ  Bn cña hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) trªn ®o¹n [a, b] ®ã. 
4.1.4. Kho¶ng låi, lâm, ®iÓm uèn cña ®­êng cong 
§Þnh nghÜa 4.1.3. §­êng cong  𝑦 = 𝑓(𝑥) gäi lµ låi trong kho¶ng (a,b) nÕu mäi ®iÓm cña 

®­êng cong ®Òu n»m phÝa d­íi cña mäi tiÕp tuyÕn cña nã trong kho¶ng ®ã. 
§­êng cong gäi lµ lâm trong kho¶ng (a, b) nÕu mäi ®iÓm cña ®­êng cong ®Òu n»m phÝa trªn 

cña mäi tiÕp tuyÕn cña nã  trong kho¶ng ®ã. 
§iÓm ph©n chia phÇn låi, phÇn lâm (vµ ng­îc l¹i) cña ®­êng cong liªn tôc vµ cã tiÕp tuyÕn gäi 

lµ ®iÓm uèn cña ®­êng cong. 
§Þnh lý 4.1.4. Gi¶ sö hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh, liªn tôc vµ cã ®¹o hµm ®Õn cÊp 2 trong kho¶ng 

(a, b). 
NÕu𝑓’’(𝑥)  <  0,𝑥  (𝑎, 𝑏) th× ®å thÞ hµm sè låi trong kho¶ng ®ã, ng­îc l¹i 𝑓’’(𝑥) > 0,   

𝑥  (𝑎, 𝑏)th× ®å thÞ  hµm sè lâm trong kho¶ng ®ã. 
NÕu 𝑓′′(𝑥଴) = 0, hoÆc kh«ng tån t¹i, nh­ng tån t¹i 𝑓’(𝑥଴) vµ 𝑓(𝑥) ®æi dÊu khi v­ît qua  𝑥଴ th× 

®iÓm (𝑥଴, 𝑓 (𝑥଴)) gäi lµ ®iÓm uèn.  
Nh­ vËy ®Ó t×m kho¶ng låi, lâm, ®iÓm uèn cña ®­êng cong thùc chÊt lµ xÐt dÊu cña ®¹o hµm 

cÊp hai. 
VÝ dô 8. T×m kho¶ng låi, lâm, ®iÓm uèn cña ®­êng cong  𝑦 =  2 − |𝑥ହ − 1|. 
Gi¶i: Hµm sè ®· cho viÕt l¹i d­íi d¹ng: 

𝑦 =  ቊ
2 − (𝑥ହ − 1) = 3 − 𝑥ହ    khi    𝑥 ≥ 1

2 + (𝑥ହ − 1) = 1 + 𝑥ହ   khi   𝑥 < 1
 

Hµm sè x¸c ®Þnh liªn tôc  𝑥  𝑹. 

     Ta cã  𝑦’ =  ൜−5𝑥ସ            khi        𝑥 > 1
5𝑥ସ                     khi        𝑥 < 1

, t¹i ®iÓm  x = 1 ®¹o hµm kh«ng tån t¹i. 

𝑦’’ =  ൜
−20𝑥ଷ               khi        𝑥 > 1
   20𝑥ଷ            khi         𝑥 < 1,

   𝑦" = 0 ⇒ 𝑥 = 0. 

LËp b¶ng xÐt dÊu cña ®¹o hµm cÊp 2, suy ra kho¶ng låi, lâm vµ ®iÓm uèn: 
x -  0  1  + 
y"   _ 0    +   _  
y   

Lâm 
1 
U 

 
 låi 

2  
G 

  
lâm 

 

§iÓm U (0;1) lµ ®iÓm uèn. §iÓm G(1;2) lµ ®iÓm gãc (hay ®iÓm g·y).    
Chú ý Bất đẳng thức hàm lồi: 

1. Một hàm số 𝑓(𝑥) trên đoạn [𝑎, 𝑏] được gọi là lồi nếu với mọi  𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ [𝑎, 𝑏]  𝑣à 𝜆 ∈

[0,1],  ta có bất đẳng thức sau: 
𝑓(𝜆𝑥ଵ + (1 − 𝜆)𝑥ଶ) ≤ 𝜆𝑓(𝑥ଵ) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥ଶ) 
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2. Dạng khác  𝜆 = 1/2 ∶    𝑓 ቀ
௫భା௫మ

ଶ
ቁ  ≤  

௙(௫భ)ା௙(௫మ)

ଶ
 với  mọi  𝑥ଵ, 𝑥ଶ ∈ [𝑎, 𝑏]     

Ví dụ 9. (2021N3) Cho hàm số 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒௫ xác định trên đoạn [𝑎, 𝑏], 𝑏 > 𝑎 > 0. 

Chứng minh rằng với mọi 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]  ta có    ௙
(௖)ି௙(௔)

௖ି௔
≤

௙(௕)ି௙(௔)

௕ି௔
. 

Ví dụ 10. (2018N1) Cho 0 < 𝑥, 𝑦 < 𝜋/2.  
4.1.5. §­êng tiÖm  cËn 
§Þnh nghÜa 4.1.5. §­êng th¼ng  gäi lµ ®­êng tiÖm cËn cña ®­êng cong (𝐶) (𝑦 = 𝑓(𝑥)) nÕu  

nh­ kho¶ng c¸ch  tõ ®iÓm  ch¹y M(x,y) trªn ®­êng cong  (C) ®Õn  ®­êng th¼ng  dÇn tíi 0 khi 
M ch¹y ra v« h¹n trªn ®­êng cong (C) (H×nh 4.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 4.1 
    
 
 Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy ®­êng cong cã ®­êng tiÖm cËn chØ khi ®­êng cong Êy cã ®iÓm ra v« h¹n 

(cã nh¸nh ®å thÞ kÐo dµi ra v« h¹n). 
Ng­êi ta ph©n biÖt ba lo¹i  ®­êng tiÖm cËn lµ: 
   1) TiÖm cËn ®øng: TiÖm cËn ®øng lµ ®­êng th¼ng (tiÖm cËn)  song song víi trôc tung Oy. 

Nh­ vËy, nÕu ®­êng cong  𝑦 =  𝑓(𝑥) cã tiÖm cËn ®øng th× ph­¬ng tr×nh tiÖm cËn ®øng () cã d¹ng 
𝑥 = 𝑎 (h÷u h¹n)  vµ  

𝛿 = |𝑥 − 𝑎|  0 khi y   ,  (hay  𝑙𝑖𝑚
௫→௔

𝑓(𝑥) = ∞).                (1) 

  2) TiÖm cËn xiªn: Ph­¬ng tr×nh ®­êng tiÖm cËn xiªn  𝑦 =  𝑎𝑥 +  𝑏,  (a, b lµ h»ng sè cÇn x¸c 
®Þnh h÷u h¹n) vµ 

ቐ
𝑎 = 𝑙𝑖𝑚

௫→ஶ

௙(௫)

௫
,

𝑏 = 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

[𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥].
                          (2) 

Khi  𝑎 =  0 =>  𝑦 =  𝑏 lµ tiÖm cËn ngang (song song víi trôc hoµnh 𝑂𝑥). 

VÝ dô 11. T×m c¸c ®­êng tiÖm cËn cña ®­êng cong  𝑦 =  𝑥𝑒
భ

ೣ. 

VÝ dô 12. (2017N1) T×m c¸c ®­êng tiÖm cËn cña ®­êng cong  𝑦 =  𝑥𝑒
షభ

ೣ + 2 

VÝ dô 13. (2020-2) T×m cực trị cña hµm sè f(x) = ቊ e
ି

మ

౮మkhi x ≠ 0
0         khi x = 0

   

VÝ dô 14. (2020-2) T×m c¸c tiÖm cËn cña ®ưêng cong 𝑓(𝑥) = √1 + 9𝑥ଶ. 
4.2. S¬ ®å kh¶o s¸t hµm sè d¹ng 𝒚 = 𝒇(𝒙) 
Qu¸ tr×nh kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 𝑦 = 𝑓(𝑥) : 
   1) T×m miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè, chó ý c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n, tÝnh chÊt ch½n, lÎ  vµ tuÇn hoµn 

cña hµm sè. 

       y 
 
                                      (C) 
                                                 
                    M      
                        
                          H 
 

0 x 
   1 
             H×nh 4.1                       
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   2) TÝnh 𝑦’, t×m c¸c ®iÓm 𝑦’ =  0, 𝑦’ =     vµ 𝑦’ kh«ng tån t¹i. LËp b¶ng xÐt dÊu 𝑦’, tõ ®ã kÕt 
luËn kho¶ng t¨ng, gi¶m, cùc trÞ  cña hµm sè. 

   3) TÝnh 𝑦’′, t×m c¸c ®iÓm cho 𝑦’ᇱ = 0 vµ 𝑦’′ kh«ng tån t¹i. LËp b¶ng xÐt dÊu 𝑦’′, tõ ®ã kÕt luËn 
kho¶ng  låi, lâm, ®iÓm uèn, ®iÓm gãc cña hµm sè. 

   4) T×m c¸c tiÖm cËn cña hµm sè. 
   5) Cho ®iÓm ®Æc biÖt (®iÓm c¾t trôc hoµnh , c¾t trôc tung, ®iÓm cùc trÞ…). 
   6) VÏ ®å thÞ. 

VÝ dô 1. Kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè  𝑦 =  𝑥 +  √4𝑥ଶ + 2𝑥 + 1. 
Gi¶i: MiÒn x¸c ®Þnh  𝑥  𝑹,   (−  <  𝑥 <  + ). 

Ta cã  𝑦’ =  1 +  
ସ௫ାଵ

√ସ௫మାଶ௫ାଵ
.𝑦′ =  0   𝑥 =  −

ଵ

ଶ
,      𝑦

ᇱቀି
భ

మ
ቁ = −

ଵ

ଶ
+ ට4.

ଵ

ସ
− 2.

ଵ

ଶ
+ 1 = −

ଵ

ଶ
+ 1 =

ଵ

ଶ
, 

   𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

= 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ൣ𝑥 + √4𝑥ଶ + 2𝑥 + 1൧ = 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

(𝑥 + 2|𝑥|) = +∞, 

      


xxxxxxy
xxxx
lim]2[lim]124[limlim 2 . 

    B¶ng biÕn thiªn xÐt  dÊu y': 
     

X 
-  −

1

2
  + 

y'  _ 0 +  
Y +  1

2
 

 + 

   Hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i 𝑥 =
ଵ

ଶ
 vµ ymin=𝑦 ቀ−

ଵ

ଶ
ቁ =

ଵ

ଶ
. 

   Ta cã y"= 
√ସ௫మାଶ௫ାଵ.ସି(ସ௫ାଵ).

రೣశభ

ඥరೣమశమೣశభ

(ସ௫మାଶ௫ାଵ)
=

ଷ

(ସ௫మାଶ௫ାଵ)
య
మ

   ⇒ 𝑦” > 0, ∀𝑥  do ®ã ®å thÞ hµm sè lâm. 

    +TiÖm cËn:  Hµm sè kh«ng cã tiÖm cËn ®øng. 
TiÖm cËn xiªn d¹ng 𝑦 =  𝑎𝑥 +  𝑏, trong ®ã 

 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

௙(௫)

௫
= 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

௫ା√ସ௫మାଶ௫ାଵ

௫
= 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

௫ାଶ|௫|

௫
= 3, 

 𝑏 = 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

[𝑓(𝑥) − 𝑎𝑥] = 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ൣ√4𝑥ଶ + 2𝑥 + 1 − 2𝑥൧ = 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ଶ௫ାଵ

√ସ௫మାଶ௫ାଵାଶ௫
= 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

ଶ௫

ସ௫
=

ଵ

ଶ
. 

VËy 𝑦 =  3𝑥 +  
ଵ

ଶ
 lµ tiÖm cËn xiªn nh¸nh ph¶i khi 𝑥 → +∞. 

T­¬ng tù ta cã tiÖm cËn xiªn nh¸nh tr¸i 𝑦 =  −𝑥 −  
ଵ
ଶ khi 𝑥 → −∞. §å thÞ (H×nh 4.2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
                  
 

H×nh 4.2 
 

VÝ dô 2. Kh¶o s¸t vÏ ®å thÞ cña hµm sè  𝑦 =  𝑒
భ

ೣషభ. 

                             y 
 

y = -x -                                         y = 3x +      

 
                              1 
                                            
                                          1/2 
 
                                 -1/2       O                      x 
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4.3. §­êng cong cho d­íi d¹ng tham sè 
4.3.1. Kh¸i niÖm vÒ ®­êng cong cho d­íi d¹ng tham sè 
Trong c¬ häc ta th­êng gÆp ®­êng cong cho theo tham sè.  

൜
𝑥 = 𝜙(𝑡)

𝑦 = 𝜓(𝑡)
                           (3) 

x¸c ®Þnh mét ®­êng cong nµo ®ã trong mÆt ph¼ng to¹ ®é 𝑥𝑂𝑦. HÖ ph­¬ng tr×nh (3) gäi lµ ph­¬ng 
tr×nh tham sè cña ®­êng cong, t lµ tham sè. 

VÝ dô 1. ViÕt ph­¬ng tr×nh tham sè cña ®­êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm 𝐴(𝑥஺, 𝑦஺) 𝑣à 𝐵(𝑥஻ , 𝑦஻). 
VÝ dô 2. LËp ph­¬ng tr×nh tham sè cña ®­êng trßn t©m t¹i gèc O(0;0), b¸n kÝnh R. 
T­¬ng tù, ta còng cã ph­¬ng tr×nh tham sè cña ®­êng elip:  

௫మ

௔మ +
௬మ

௕మ = 1   lµ ൜
𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑡
𝑦 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ,

  0  t  2 .                           (4) 

VÝ dô 3. LËp ph­¬ng tr×nh tham sè quü ®¹o ®iÓm M n»m trªn ®­êng trßn b¸n kÝnh a l¨n kh«ng 
tr­ît trªn mét  ®­êng th¼ng, quü ®¹o ®ã gäi lµ ®­êng xicloÝt (vÝ dô b¸nh xe ®¹p l¨n kh«ng tr­ît 
trªn ®­êng th× ®Çu van b¸nh xe vÏ nªn ®­êng xicloÝt). 

4.3.2. §¹o hµm cña hµm cho theo tham sè 
Gi¶ sö 𝑦 =  𝑦(𝑥) ®­îc cho d­íi d¹ng tham sè 

                          ൜
𝑥 = 𝜙(𝑡)

𝑦 = 𝜓(𝑡)
              (5) 

Trong ®ã ,  lµ nh÷ng hµm sè  kh¶ vi theo biÕn sè t, ®ång thêi hµm sè 𝑥 = (𝑡) tån t¹i  hµm 
ng­îc 𝑡 =   − 1(𝑥).   

Khi ®ã, tõ     𝑦௫
′ =

ௗ௬

ௗ௫
; 𝑑𝑦 =  ’(𝑡) 𝑑𝑡;  𝑑𝑥 = ′(𝑡) 𝑑𝑡, ta cã   𝑦௫

ᇱ= 
టᇲ(೟)ௗ௧

థᇲ(೟)ௗ௧
  hay 𝑦௫

ᇱ  = 
ట′(೟)

థ′(೟) .   

TÝnh   𝑦௫௫
” = [𝑦௫

′ ]௫
′ = ቂ

ట′(೟)

థ′(೟)ቃ
௧

′

. 𝑡௫
′ =  

థ′(೟)ିట′(೟)థ”(௧)

థ′మ(௧)
.

ଵ

௫೟
′ =

థ′(೟)ట”(௧)ିట′(೟)థ”(௧)

థ′(೟)
య . 

VËy          𝑦௫௫
” =

థ′(೟)ట”(௧)ିట′(೟)థ”(௧)

థ′య (௧)
  .                                                    (6) 

4.3.3. TiÖm cËn cña ®­êng cong cho theo tham sè 
Tõ kh¸i niÖm tiÖm cËn cña ®­êng cong, ta cã: 
    1) NÕu 𝑙𝑖𝑚

௧→௧೚

𝑥(𝑡) = 𝑎  (h÷u h¹n), 𝑙𝑖𝑚
௧→௧೚

𝑦(𝑡) = ∞, th× ®­êng th¼ng 𝑥 = 𝑎 lµ ®­êng tiÖm cËn ®øng. 

    2)  NÕu 𝑙𝑖𝑚
௧→௧೚

𝑥(𝑡) = ∞, 𝑙𝑖𝑚
௧→௧೚

𝑦(𝑡) = 𝑏 (h÷u h¹n), th× 𝑦 = 𝑏 lµ ®­êng tiÖm cËn ngang. 

    3) NÕu 𝑙𝑖𝑚
௧→௧೚

௬(௧)

௫(௧)
= 𝑎, (𝑎 ≠ 0), 𝑙𝑖𝑚

௧→௧೚

[𝑦(𝑡) − 𝑎𝑥(𝑡)] = 𝑏 th× 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 lµ ®­êng tiÖm cËn xiªn 

§Ó kh¶o s¸t ®­êng cong cho theo tham sè ta tiÕn hµnh nh­ trong môc 4.2. 

VÝ dô 4.. (2018-2) Tìm tiệm cận xiên của đường cong  𝑥 =
௧మ

ଵି௧
, 𝑦 =

ଷ௧య

ଵି௧య ,.  

VÝ dô 5. (2022-N1) Tìm các  tiệm cận  của đường cong  𝑥 =
௧ିଵ

ଵା௧య , 𝑦 =
ଶ

ଵା௧య ,.  

VÝ dô 6. Kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ hµm sè     ൜𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠ଷ 𝑡
𝑦 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛ଷ 𝑡 ,

    𝑎 >  0,   0  𝑡  2 . 

Gi¶i: Do hµm sè ®· cho ch½n ®èi víi cost, lÎ ®èi víi sint (ch½n ®èi víi x,   lÎ ®èi víi y), nªn ®å 
thÞ hµm sè trªn ®o¹n [;2] sÏ ®èi xøng víi ®å thÞ hµm sè trªn ®o¹n [0;] qua trôc hoµnh. Trªn 

®o¹n [0;] th× ®å thÞ ®èi xøng qua  trôc tung. V× vËy ta chØ cÇn kh¶o s¸t trªn [0;
గ

ଶ
], sau ®ã vÏ ®èi 

xøng qua Oy ®­îc ®å thÞ trªn ®o¹n [0;], råi vÏ tiÕp ®èi xøng qua trôc hoµnh, ®­îc ®å thÞ trªn 
toµn ®o¹n [0;2]. H¬n thÕ n÷a hµm sè ®· cho tuÇn hoµn chu kú 2, nªn ®å thÞ lËp l¹i hoµn toµn 
trong mçi chu kú T = 2. 
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TÝnh 𝑦௫
′ , 𝑦௫௫

′′ . Theo c¸c c«ng thøc (8), ta cã    𝑦௫
, =

௬೟
,

௫೟
, =

ଷ௔ ௦௜௡మ ௧.௖௢௦ ௧

ିଷ௔ ௖௢ మ ௧.௦௜௡ ௧
= − tan 𝑡,  𝑡 ∈ ቂ0;

గ

ଶ
ቃ. 

Khi t = 0 th× 𝑦௫
, ቚ

𝑡 = 0
=  − tan0 =  0,  ®å thÞ cã tiÕp tuyÕn n»m ngang. 

Khi 𝑡 =
గ

ଶ
 th× 𝑦௫

, ቤ𝑡 =
గ

ଶ

= −tan ቀ
గ

ଶ
ቁ = ∞, ®å thÞ cã tiÕp tuyÕn th¼ng ®øng. 

MÆt kh¸c 𝑦௫
ᇱ < 0 khi 𝑡 ∈ ቀ0,

గ

ଶ
ቁ   y  gi¶m  tõ a  0 khi x ®i tõ 0  a. 

Theo c¸c c«ng thøc (9), ta cã 

𝑦௫௫
,, = (−tan𝑡)௫

ᇱ = (−tan𝑡)௧
ᇱ . 𝑡௫

ᇱ = −
ଵ

௖௢௦మ ௧
.

ଵ

௫೟
ᇲ = −

ଵ

௖௢௦మ ௧
.

ିଵ

ଷ௔.௖௢௦మ ௧ ௦௜௡ ௧
=

ଵ

ଷ௔.௖௢௦ర ௧ ௦௜௡ ௧
> 0, ∀𝑡 ∈ ቀ0;

గ

ଶ
ቁ. 

VËy ®å thÞ hµm sè lâm. 
B¶ng to¹ ®é nh÷ng ®iÓm ®Æc biÖt 
             
 
 
 
     

  §å thÞ trªn ቂ0;
గ

ଶ
ቃ ( H×nh 4.6), tõ ®ã ta suy ra ®å thÞ trªn   [0; 2𝜋] (H×nh 4.7). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                                                                 
                                             
 

VÝ dô 7. Kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ hµm sè cho d­íi d¹ng tham sè  𝑥 =
ଷ௔௧

ଵା௧య , 𝑦 =
ଷ௔௧మ

ଵା௧య , (𝑎 > 0).     

§å thÞ kh«ng cã tiÖm cËn ®øng vµ tiÖm cËn ngang,  
v× kh«ng cã gi¸ trÞ t ®Ó xc (h÷u h¹n),  

𝑦    𝑣à  𝑥   , 𝑦  𝑑 (h÷u h¹n). 
 
VËy ®å thÞ cã tiÖm cËn xiªn  𝑦 =  − 𝑥 −  𝑎. 
Dùa vµo b¶ng trªn ta ®­îc ®å thÞ hµm sè.  
§Æc biÖt 𝑥 =  𝑦 𝑘ℎ𝑖 3𝑎𝑡 =  3𝑎𝑡ଶ  𝑡 =  0, 𝑡 =  1.  

Do ®ã   𝑡 = 0  𝑡𝑎 𝑐ó  𝑂(0; 0), 𝑡 =  1 𝑡𝑎 𝑐ó 𝑀 ቀ
ଷ

ସ
𝑎;

ଷ

ସ
𝑎ቁ.  

                                                                                                                                                                       
 
 
 
 

t 0 
4

  
2

  

x a 
4

2
a  

0 

y 0 
4

2
a  a 

 

H×nh 4.6 

                           y 
 
                            a 
 
 
 
 
        -a                  O                 a            x 
 
 
 
                            -a 
   H×nh 4.7 

    y 
     a  
 

 
 

 
      
     O                  a        x 
 
 

                       y 

                     

                                           M 
 

              -a         O                      x 

 
                                               
                          y=x-a 
H×nh 4.8 
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4.4. §­êng cong trong hÖ to¹ ®é cùc 
4.4.1. HÖ to¹ ®é cùc  
Trong mÆt ph¼ng chän ®iÓm O cè ®Þnh gäi lµ cùc vµ nöa ®­êng th¼ng n»m ngang ®i qua O gäi 

lµ trôc cùc. Khi ®ã vÞ trÝ ®iÓm M trong mÆt ph¼ng sÏ ®­îc x¸c ®Þnh bëi hai sè r,  trong ®ã r lµ 
kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn cùc O (gäi lµ b¸n kÝnh cùc) vµ gãc  lµ gãc cè ®Þnh h­íng tõ trôc cùc 

tíi vÐct¬ 𝑂𝑀
ሱ⎯ሮ

,  chiÒu d­¬ng lµ chiÒu quay ng­îc víi chiÒu kim ®ång hå (gäi lµ gãc cùc) (H×nh 4.9). 
C¸c sè r vµ  gäi lµ to¹ ®é cùc cña ®iÓm M vµ ký hiÖu M(r, ).  
Th«ng th­êng chän r  0 víi r cè ®Þnh th×  sÏ thuéc [0;2] sau ®ã lÆp l¹i sau mçi chu kú T = 

2. 
VËy víi r cè ®Þnh,   [0;2] cè ®Þnh th× x¸c ®Þnh ®iÓm M duy nhÊt trong mÆt ph¼ng. Khi r = 0  

th×   tuú ý.  
 
 
 
 
 
 
 
 
NÕu chän hÖ to¹ ®é vu«ng gãc xOy, 
 gèc O trïng víi cùc, trôc Ox trïng víi 
 trôc cùc th× gi÷a to¹ ®é vu«ng gãc vµ 
to¹ ®é cùc cã mèi liÖn hÖ (H×nh 4.10) 
  𝑥 =  𝑟𝑐𝑜𝑠, 𝑦 =  𝑟𝑠𝑖𝑛  vµ ng­îc l¹i 

  𝑟 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ, tan𝜙 =
௬

௫
,   0   < 2. 

 
 
 
 
 
           
 
                                                H×nh 4.10

 Chó ý: Khi chän gãc  cÇn c¨n cø vµo ®iÓm M(x,y) thuéc gãc phÇn t­ nµo cña hÖ to¹ ®é 

vu«ng gãc ®Ó ®­îc gãc  thÝch hîp. Ch¼ng h¹n 𝑀൫−1; √3൯ th×  

tan𝜙 =
√ଷ

ିଵ
= −√3  𝜙 = −

గ

ଷ
+ 𝜋 =

ଶగ

ଷ
. 

4.4.2. HÖ to¹ ®é cùc më réng 
Cho M(r, ), víi r,   kh«ng h¹n chÕ bëi r  0, 0   < 2, mµ cã thÓ lÊy c¸c gi¸ trÞ bÊt kú. Khi 

®ã mét ®iÓm trªn mÆt ph¼ng cã thÓ cã nhiÒu to¹ ®é cùc kh¸c nhau. Ta quy ­íc ®iÓm (r, ) lµ 

®iÓm ®­îc x¸c ®Þnh: vÏ tia  𝑂𝑡
ሱሮ

 sao cho 𝑂𝑡
ሱሮ

 t¹o víi Ox mét gãc . Trªn tia 𝑂𝑡
ሱሮ

 kÐo dµi lÊy ®iÓm M 

sao cho 𝑂𝑀 = 𝑟 (𝑂𝑀 lµ ®é dµi ®¹i sè cña 𝑂𝑀
ሱ⎯ሮ

trªn tia 𝑂𝑡
ሱሮ

). 

Ch¼ng h¹n, cho M cã täa ®é r = -1, 𝜙 =
గ

ଷ
, 

ta lÊy ®iÓm M sao cho 𝑂𝑀= -1 

 (H×nh 4.11) th× 𝑂𝑀
ሱ⎯ሮ

 ng­îc h­íng víi 𝑂𝑡
ሱሮ

. 
ChuyÓn sang to¹ ®é ®Ò c¸c:  

 𝑥 = −1. cos
గ

ଷ
= −

ଵ

ଶ
, 

 𝑦 = −1. 𝑠𝑖𝑛
గ

ଷ
= −

√ଷ

ଶ
 𝑀 ቀ−

ଵ

ଶ
, −

√ଷ

ଶ
ቁ. 

                                                                                                                   
           

 
            
                            M(r, ) 
            
             r         
    O                                             x 
                          H×nh 4.9 

   y 
 
 
   y                      M 
 

       r      
  O                  x         x 

                        y              t 
 

                                    
 

                      O                  x 
                      
          M 
                                 H×nh 4.11 
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 Trong hÖ to¹ ®é cùc më réng ®iÓm 𝑀 ቀ−1;
గ

ଷ
ቁcßn ®­îc biÓu diÔn b»ng nhiÒu c¸ch: 

ቀ1;
ସగ

ଷ
ቁ, ቀ1; −

ଶగ

ଷ
ቁ,  ቀ1;

଻గ

ଷ
ቁ , … 

4.4.3. §­êng cong trong hÖ to¹ ®é cùc 
Cho hµm 𝑟 =  𝑓()𝑣ớ𝑖  0   <  2, 𝑟  0.  VÏ ®å thÞ hµm sè nµy trong hÖ to¹ ®é cùc. Ph­¬ng 

tr×nh 𝑟 =  𝑓() ®­îc gäi lµ ph­¬ng tr×nh ®­êng cong trong hÖ to¹ ®é cùc.   Ch¼ng h¹n, 
1) Ph­¬ng tr×nh 𝑟 =  𝑎, 𝑎 >  0 lµ ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn t©m O, b¸n kÝnh 𝑎 trong hÖ to¹ ®é 

cùc (H×nh 4.12). Trong hÖ to¹ ®é ®Ò c¸c ®­êng trßn nµy cã ph­¬ng tr×nh 𝑥ଶ  +  𝑦ଶ = 𝑎ଶ. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
2) LËp ph­¬ng tr×nh ®­êng trßn b¸n kÝnh a, ®i qua cùc O vµ cã t©m trªn trôc cña Ox (H×nh 4.13). 
Gi¶i: T©m cña ®­êng trßn lµ I(a,0). Gi¶ sö M  

lµ ®iÓm thuéc ®­êng trßn víi  gãc 

 (Ox, 𝑂𝑀
ሱ⎯ሮ

) = th×  𝑟 =  𝑂𝑀 =  2𝑎𝑐𝑜𝑠. 
Trong hÖ to¹ ®é vu«ng gãc th× ®­êng trßn 

 ®ã cã ph­¬ng tr×nh lµ  
           (𝑥 −  𝑎)ଶ  + 𝑦ଶ  =  𝑎ଶ       𝑥ଶ  + 𝑦ଶ  =  2𝑎𝑥. 
Thay 𝑥 =  𝑟𝑐𝑜𝑠, 𝑦 =  𝑟𝑠𝑖𝑛 vµo ph­¬ng tr×nh, ta cã  𝑟 =  2𝑎𝑐𝑜𝑠 .                                                                   
 
4.4.4. Kh¶o s¸t vµ vÏ ®­êng cong trong hÖ to¹ ®é cùc  
Trong hÖ to¹ ®é cùc, kh¶o s¸t vµ vÏ ®­êng cong cho bëi hµm sè 𝑟 =  𝑓() ®­îc thùc hiÖn theo 

c¸c b­íc: 
   1) MiÒn x¸c ®Þnh cña 𝑓(). L­u ý tÝnh ch½n lÎ, tuÇn hoµn (nÕu cã). 
   2) XÐt sù biÕn thiªn cña 𝑓()theo . LËp b¶ng biÕn thiªn. 
   3) VÏ ®å thÞ. L­u ý mét sè ®iÓm ®Æc biÖt cña ®å thÞ. 
§Ó vÏ ®å thÞ ®­îc chÝnh x¸c vµ thuËn lîi cÇn chó ý mét sè vÊn ®Ò sau: 
      a) TÝnh tuÇn hoµn: nÕu hµm 𝑓()tuÇn hoµn cã chu kú T, ta chØ cÇn kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ 

trong gãc 0    T, sau ®ã xoay ®å thÞ chu kú T, quanh gèc cùc. 

      b) TÝnh ®èi xøng: nÕu 𝑓()lµ hµm lÎ theo  th× ®å thÞ ®èi xøng qua tia 𝜙 =
గ

ଶ
; nÕu 𝑓() lµ 

hµm ch½n theo  th× ®å thÞ ®èi xøng qua trôc cùc. 
      c) TiÕp tuyÕn cña ®­êng cong: ®Ó vÏ tiÕp tuyÕn víi ®­êng cong t¹i ®iÓm M, ta sÏ tÝnh gãc 

 gi÷a 𝑂𝑀
ሱ⎯ሮ

 vµ tiÕp tuyÕn ®ã, (H×nh 4.14). 

Theo h×nh vÏ ta cã  =  +   Khi ®ã tan𝛼 = tan(𝜙 + 𝜃) =
tanథାtanఏ

ଵିtanథ.tanఏ
. 

 MÆt kh¸c: tan𝛼 =
ௗ௬

ௗ௫
=

௥ ′ ೞ೔೙ ഝା௥ ௖௢௦ థ

௥ ′ ೎೚ೞ ഝି௥ ௦௜௡
,  𝑟 , =

ௗ௥

ௗథ
. ThÕ  tan vµo biÓu thøc tan ta cã tan 𝜃 =

௥

௥ ,    . 

VÝ dô 8. Kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 𝑟 =  2𝑎(1 +  𝑐𝑜𝑠), (𝑎 >  0). 
Gi¶i: MiÒn x¸c ®Þnh: .    Chu kú cña r theo  lµ T = 2, nªn chØ xÐt -     ; mÆt kh¸c thay  bëi - 

 th× r kh«ng ®æi (r = r() hµm ch½n theo ) do ®ã ®å thÞ ®èi xøng qua trôc cùc, nªn chØ xÐt 0    . 

 
 
                        
              O              a         x             
 
 

H×nh 4.12 

 

   y                
                        M 

                 
                 a            2a 
   O         I                    x 
 
 
           H×nh 4.13 
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 Ta cã tan𝜃 =
௥

௥, =
ଶ௔(ଵା௖௢௦ థ)

ିଶ ௦௜௡ థ
=

ିଶ ௖௢௦మഝ

మ

ଶ ௦
ೝ

ೝ,௜௡
ഝ

మ
.௖௢௦

ഝ

మ

= − 𝑐𝑜𝑡
థ

ଶ
= tg ቀ

గ

ଶ
+

థ

ଶ
ቁ ⇒ 𝜃 =

గ

ଶ
+

థ

ଶ
 

 B¶ng biÕn thiªn 
 0  𝜋

2
   

r 4a   
2a 

  
0 

 𝜋

2
  3𝜋

4
 

  

VÏ ®å thÞ víi 0     råi vÏ ®èi xøng qua trôc hoµnh. §å thÞ (H×nh 4.14). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                       
VÝ dô 9. Kh¶o s¸t vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè 𝑟 =  𝑎𝑠𝑖𝑛2, (𝑎 >  0). 

Gi¶i:  Hµm sè r tuÇn hoµn víi chu kú T = , nªn chØ xÐt 
ିగ

ଶ
≤ 𝜙 ≤

గ

ଶ
. MÆt kh¸c hµm sè lÎ 

theo  nªn chØ xÐt 0 ≤ 𝜙 ≤
గ

ଶ
, sau ®ã lÊy ®èi xøng ®å thÞ (võa kh¶o s¸t víi 0 ≤ 𝜙 ≤

గ

ଶ
) qua trôc 

Oy, råi xoay quay gèc cùc O phÇn ®å thÞ (víi 
ିగ

ଶ
≤ 𝜙 ≤

గ

ଶ
) mét chu kú T. 

Ta cã tg𝜃 =
௥

௥, =
௔ ௦௜௡ ଶథ

ଶ௔ ௖௢௦ ଶథ
=

ଵ

ଶ
tg2𝜙. B¶ng biÕn thiªn 

 0  𝜋

4
  𝜋

2
 

r’ 2a +   0 - - 2a 

 
r 

 
0 

  
a 

 

  
0 

tan 0    0 

Trong gãc 0 ≤ 𝜙 ≤
గ

ଶ
 gåm mét c¸nh, lÊy ®èi xøng qua trôc Oy ta ®­îc hai c¸nh víi 

ିగ

ଶ
≤ 𝜙 ≤

గ

ଶ
. 

Sau ®ã quay quanh gèc cùc chu kú T = , ta ®­îc toµn bé ®å thÞ gåm bèn c¸nh (H×nh 4.15), ®­îc 
gäi lµ hoa hång bèn c¸nh. 

 
 
 
 
 
 

           H×nh 4.15 
 
 

          
               y 
 
 
 
 

               O                   a     x 
 
H×nh 4.14   

                             y 
 
 

 
 

                      O                       x 
 
 
 
H×nh 4.15 
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Chương 2 
PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN HÀM MỘT BIẾN SỐ 

 
2.1. Nguyªn hµm vµ tÝch ph©n bÊt ®Þnh 
2.1.1. §Þnh nghÜa  
§Þnh nghÜa 2.1.1. Cho hµm sè 𝑓(𝑥)x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (𝑎, 𝑏). Hµm sè  𝐹(𝑥) ®­îc gäi lµ  mét 

nguyªn hµm cña 𝑓(𝑥) trªn kho¶ng ®ã nÕu hµm  𝐹(𝑥) kh¶ vi vµ  𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) hoÆc  𝑑𝐹(𝑥)  =

 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  𝑣ớ𝑖 ∀𝑥 ∈  (𝑎, 𝑏). 
NÕu  𝐹(𝑥) lµ mét nguyªn hµm cña 𝑓(𝑥) th×  𝐹(𝑥) + 𝐶, (C lµ mét h»ng sè tuú ý)  còng lµ  mét 

nguyªn hµm cña 𝑓(𝑥). 
ThËt vËy, nÕu  𝐹(𝑥) vµ  𝐺(𝑥) lµ c¸c nguyªn hµm cña  𝑓(𝑥) th× ta cã  
              ( 𝐹(𝑥) −  𝐺(𝑥))′ =  𝐹’(𝑥) −  𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥) −  𝑓(𝑥)  =  0, ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏),  
                         ⇒ 𝐹(𝑥) −  𝐺(𝑥) =  𝐶 , ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), 
                         ⇒ 𝐹(𝑥) =  𝐺(𝑥) +  𝐶 , ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). 
 VËy mäi nguyªn hµm cña hµm sè 𝑓(𝑥) sai kh¸c nhau mét h»ng sè. 
 §Þnh nghÜa 2.1.2..  Gi¶ sö  𝐹(𝑥) lµ mét nguyªn hµm cña 𝑓(𝑥)  trªn kho¶ng (𝑎, 𝑏), th× biÓu thøc 

𝐹(𝑥) + 𝐶, C lµ mét h»ng sè tuú ý, gäi lµ tÝch ph©n bÊt ®Þnh cña hµm 𝑓(𝑥) trªn kho¶ng ®ã. 
 Ký hiÖu ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  𝐹(𝑥)  +  𝐶.  

 Trong ®ã  gäi lµ dÊu tÝch ph©n, 𝒇(𝒙) gäi lµ hµm sè d­íi dÊu tÝch ph©n, 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 gäi lµ 

biÓu thøc d­íi dÊu tÝch ph©n vµ x gäi lµ biÕn sè lÊy tÝch ph©n. 
 Chú ý: Mäi hµm 𝑓(𝑥) liªn tôc trªn kho¶ng (a,b) th× ®Òu cã nguyªn hµm trong kho¶ng ®ã. 
VÝ dô 1.  

 a)  ∫ 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
௫య

ଷ
+ 𝐶.     

 b) ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 = sin𝑥 + 𝐶.      

 c) ∫
ଵ

௫
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝐶. 

2.1.2. TÝnh chÊt cña tÝch ph©n bÊt ®Þnh 
Tõ ®Þnh nghÜa tÝch ph©n bÊt ®Þnh ta chøng minh ®­îc mét sè tÝnh chÊt sau: 

1) (∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥)′ = 𝑓(𝑥) hoÆc (∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥) = 𝑓(𝑥) 
2) ∫ 𝐹′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)  +  𝐶 hoÆc ∫ 𝑑𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝐶. 
3) ∫ 𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎 ∫ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 , 𝑎 −  const. 
4) ∫[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 . 
5) NÕu∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)  + 𝐶  th× ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 + 𝐶 =  𝐹(𝑢)  + 𝐶, víi  𝑢 =  𝑢(𝑥) bÊt kú. 

VÝ dô 2. TÝnh  
a) I =  ∫(𝑥ଶ − 2)ଶ𝑑𝑥;        b)  J =  ∫ sin( 3𝑥 + 2) 𝑑𝑥 . 

2.1.3. B¶ng tÝch ph©n c¬ b¶n 
Sö dông b¶ng c«ng thøc ®¹o hµm hµm sè s¬ cÊp c¬ b¶n ta cã b¶ng mét sè tÝch ph©n c¬ b¶n: 

1) ∫ 0 𝑑𝑥 =  𝐶 C-const., 

2)  ∫ 𝑥ఈ𝑑𝑥 =
௫ഀశభ

ఈାଵ
+ 𝐶, (𝛼 ≠ −1) ; ∫ 𝑑𝑥 =  𝑥 +  𝐶; ∫

ௗ௫

ଶ√௫
= √𝑥 + 𝐶. 

3)   ∫
ௗ௫

௫
= 𝑙𝑛 | 𝑥| + 𝐶.   

4)  ∫ 𝑎௫𝑑𝑥 =
௔ೣ

௟௡ ௔
+ 𝐶; ∫ 𝑒௫𝑑𝑥 = 𝑒௫ + 𝐶. 

5) ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥  =  sin𝑥 + 𝐶 ;   
6) ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥  =  −cos𝑥 + 𝐶. 
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7) ∫
ௗ௫

௖௢௦మ ௫
= tan 𝑥 𝑥 + 𝐶; ∫

ௗ௫

௦௜௡మ ௫
= −cot𝑥 + 𝐶. 

8) ∫
ௗ௫

√ଵି௫మ
= arcsin𝑥 + 𝐶 =  − arccos𝑥 + 𝐶. 

9)   ∫
ௗ௫

ଵା௫మ ) = arctan 𝑥 + 𝐶 =  − arccot𝑥 + 𝐶.  

10) ∫ ch𝑥𝑑𝑥 =  sh𝑥 + 𝐶;  ∫ sh𝑥𝑑𝑥 =  ch𝑥 + 𝐶. 

11) ∫
ௗ௫

chమ௫
= th𝑥 + 𝐶; ∫

ௗ௫

shమ௫
= coth𝑥 + 𝐶. 

§Ó tÝnh tÝch ph©n, ta biÕn  ®æi hµm d­íi dÊu tÝch ph©n thµnh tæng c¸c tÝch ph©n c¬ b¶n råi ¸p 
dông c«ng thøc ta ®­îc kÕt qu¶. 

VÝ dô 3. TÝnh 

    a)∫
(௫ାଵ)మ

√௫య
𝑑𝑥 ;               b)  ∫

ଵି௫మ

ଵା௫మ 𝑑𝑥;              c)∫
ௗ௫

௫మି௔మ ;                d)∫
ଷ௫మௗ௫

√ଵି௫ల
;     

    e)    ∫
ௗ௫

ଵି௖௢௦ ௫
;                 f) ∫

ௗ௫

√௔మି௫మ
;                  g) ∫

ௗ௫

௔మା௫మ
;                h) ∫ cos 3 𝑥. cos 2 𝑥𝑑𝑥 

NhiÒu tÝch ph©n kh«ng thÓ ph©n tÝch thµnh tæng  c¸c tÝch ph©n c¬ b¶n, ta ph¶i sö dông c¸c 
ph­¬ng ph¸p sau. 

2.1.4. Ph­¬ng ph¸p tÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh 
2.1.4.1. Ph­¬ng ph¸p ®æi biÕn  
§Þnh lý 2.1.1. NÕu ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡 =  𝐺(𝑡)  + 𝐶 th×  ∫ 𝑔[𝜙(𝑥)]′(𝑥)𝑑𝑥 =  𝐺[(𝑥)]  +  𝐶,  trong ®ã lµ  

𝑔(𝑡),(𝑥),’(𝑥)nh÷ng hµm sè liªn tôc.  
Chó ý: Trong mét sè tr­êng hîp khi tÝnh ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 , nÕu  ®Æt 𝑥 =  (𝑡),  trong ®ã (t) lµ hµm sè 

liªn tôc  ®¬n ®iÖu cã ®¹o hµm ’(t) 0, ta cã c«ng thøc   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓[(𝑡)].′(𝑡)𝑑𝑡. 
 TÝnh tÝch ph©n bªn ph¶i ®­îc nguyªn hµm lµ hµm cña t. Tõ 𝑥 = (𝑡)  𝑡 = ିଵ(𝑥), thay trë 

l¹i ®­îc nguyªn hµm cña tÝch ph©n xuÊt ph¸t. 
VÝ dô 4.  TÝnh 

      a) 𝐼 = ∫
ୡ୭ୱ √௫ௗ௫

√௫
.                                              b) 𝐼 =  ∫ √1 − 𝑥. 𝑥ଶ𝑑𝑥.  

      c)  𝐼 = ∫(cos 𝑥 . sin 𝑥). √1 + sinଶ 𝑥 𝑑𝑥.       d)    𝐼 = ∫
ௗ௫

ඥ௫మ±௔మ
. 

      e)  I =  ∫ √𝑎ଶ − 𝑥ଶ𝑑𝑥 , (𝑎 >  0).                f)  I =  ∫
ௗ௫

(௫మା௔మ)మ.    g) (2024N2) 𝐼 = ∫
௘ೣ

௘మೣାଶ
𝑑𝑥.                            

2.1.4.2. Ph­¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn 
§Þnh lý 2.1.2. NÕu c¸c hµm sè 𝑢 =  𝑢(𝑥), 𝑣 =  𝑣(𝑥) kh¶ vi vµ 𝑢’(𝑥)𝑣(𝑥) cã nguyªn hµm trªn 

kho¶ng (a,b) th×                                    ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢. 𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢.                                  (1) 
Chú ý:  Khi tÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 b»ng ph­¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn ta cÇn l­u 

ý: biÕn ®æi  𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =  𝑢𝑑𝑣 sao cho viÖc tÝnh tÝch ph©n ∫ 𝑣𝑑𝑢 ph¶i dÔ h¬n ∫ 𝑢𝑑𝑣. 
Mét sè lo¹i tÝch ph©n sau ®©y th­êng sö dông ph­¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn. 
a) D¹ng ∫ 𝑃௡(𝑥) . 𝑓(𝑥)𝑑𝑥,trong ®ã 𝑃௡(𝑥) lµ ®a thøc bËc n ®èi víi x, hµm sè 𝑓(𝑥)lµ mét trong 

nh÷ng hµm sè sau:   ln 𝑥 , arcsin 𝑥 , arccos 𝑥 ,arctan𝑥, arccot 𝑥. 
Khi ®ã ta ®Æt  

                 𝑢 = 𝑓(𝑥) =  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ln 𝑥 ,
arcsin 𝑥 ,
arccos 𝑥 ,
arctan 𝑥,
arccot 𝑥,

                 𝑑𝑢 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

ௗ௫

௫
,

ௗ௫

√ଵି௫మ
,

ିଵ

√ଵି௫మ
𝑑𝑥,

ଵ

ଵା௫మ 𝑑𝑥,

ିଵ

ଵା௫మ 𝑑𝑥,

 

cßn 𝑑𝑣 =  𝑃௡(𝑥)𝑑𝑥 = (𝑎଴ + 𝑎ଵ𝑥+. . . +𝑎௡𝑥௡)𝑑𝑥   𝑣 =  ∫ 𝑃௡(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎௢𝑥 +
௔భ

ଶ
𝑥ଶ+. . . +

௔೙

௡ାଵ
𝑥௡ାଵ. 
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b) D¹ng ∫ 𝑃௡(𝑥) . 𝑔(𝑥)𝑑𝑥, trong ®ã 𝑃௡(𝑥) lµ ®a thøc bËc n ®èi víi x, hµm sè 𝑔(𝑥)lµ mét trong 
nh÷ng hµm sè sau:  

𝑒௔௫ , 𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑥, 𝑐𝑜𝑠 𝑏 𝑥   thì khi ®ã ta ®Æt   𝑢 =  𝑃௡(𝑥), cßn     𝑑𝑣 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑒௔௫𝑑𝑥 =

ଵ

௔
𝑑𝑒௔௫ ,

𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑥𝑑𝑥 = −
ଵ

௕
𝑑(𝑐𝑜𝑠 𝑏 𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝑏 𝑥𝑑𝑥 =
ଵ

௕
𝑑(𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑥),

, 

c) D¹ng I = ∫ 𝑒௔௫ 𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑥𝑑𝑥 , (I = ∫ 𝑒௔௫ 𝑐𝑜𝑠 𝑏 𝑥𝑑𝑥) . Khi ®ã ta ®Æt 𝑢 = 𝑒௔௫ hoÆc  𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑥,  
(𝑢 = 𝑒௔௫ hoÆc 𝑢 = 𝑐𝑜𝑠 𝑏 𝑥) tr­êng hîp nµy tÝch ph©n tõng phÇn hai lÇn, ta ®­îc tÝch ph©n ban 
®Çu I,  gi¶i ph­¬ng tr×nh ®èi víi I ®­îc kÕt qu¶. 

VÝ dô 5. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau: 
a) 𝐼 = ∫ arctan 𝑥𝑑𝑥. 
b) 𝐼 =  ∫(𝑥 + 1) sin 𝑥 𝑑𝑥. 
c) 𝐼 =  ∫ 𝑥ଶ𝑒௫𝑑𝑥 
d) 𝐼 =  ∫ 𝑒ଶ௫ cos 3 𝑥𝑑𝑥. 

e) 𝐼 =  ∫ ඥ𝑥ଶ ± 𝑎ଶdx. 

f) 𝐼௡  = ∫
ௗ௫

(௫మା௔మ)೙
, 𝑛  𝑵, 𝑛 > 1. 

g) (2020N1) 𝐼 = ∫ arctan√𝑥𝑑𝑥 
Tõ c¸c vÝ dô trªn ta cã thÓ bæ sung vµo b¶ng tÝnh tÝch ph©n mét sè c«ng thøc 

1)  ∫
ௗ௫

௔మା௫మ =
ଵ

௔
arctan

௫

௔
+ 𝐶 = −

ଵ

௔
arccot

௫

௔
+ 𝐶,   a  0. 

2)   ∫
ௗ௫

√௔మି௫మ
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

௫

|௔|
+ 𝐶 = − 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

௫

|௔|
+ 𝐶 ,    a  0. 

3)   ∫
ௗ௫

௫మି௔మ =
ଵ

ଶ௔
𝑙𝑛 ቚ

௫ି௔

௫ା௔
ቚ + 𝐶,    a  0. 

4)    ∫ √𝑎ଶ − 𝑥ଶ 𝑑𝑥 =
௫

ଶ
√𝑎ଶ − 𝑥ଶ +

௔మ

ଶ
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

௫

௔
+ 𝐶 ,   a  0. 

5)    ∫ ඥ𝑥ଶ ± 𝑎ଶ𝑑𝑥 =
௫

ଶ
ඥ𝑥ଶ ± 𝑎ଶ ±

௔మ

ଶ
𝑙𝑛 ቚ𝑥 + ඥ𝑥ଶ ± 𝑎ଶቚ + 𝐶 ,   a  0. 

6)    ∫
ௗ௫

ඥ௫మ±௔మ
= 𝑙𝑛 ቚ𝑥 + ඥ𝑥ଶ ± 𝑎ଶቚ + 𝐶,   a  0.  

2.1.5. TÝch ph©n hµm ph©n thøc h÷u tû 
2.1.5.1. C¸c ph©n thøc h÷u tû ®¬n gi¶n 

+ Ph©n thøc d¹ng 
஺

௫ି௔
,   𝐴, 𝑎 lµ h»ng sè, gäi lµ ph©n thøc ®¬n gi¶n lo¹i 1. 

+ D¹ng 
஺

(௫ି௔)ೖ
, (𝑘 >  1, 𝑘  𝑵ା) gäi lµ ph©n thøc ®¬n gi¶n lo¹i 2. 

+ D¹ng 
஺௫ା஻

௫మା௣௫ା௤
 , ( =  𝑝2 −  4𝑞 <  0) gäi lµ ph©n thøc ®¬n gi¶n lo¹i 3. 

+ D¹ng 
஺௫ା஻

(௫మା௣௫ା௤)ೖ
 , ( < 0, 𝑘 > 1, 𝑘  𝑵ା) gäi lµ ph©n thøc ®¬n gi¶n lo¹i 4. 

TÝnh tÝch ph©n c¸c ph©n thøc ®¬n gi¶n: 

       (I) ∫
஺ௗ௫

௫ି௔
= 𝐴 ∫

ௗ(௫ି௔)

௫ି௔
= 𝐴 𝑙𝑛|𝑥 − 𝑎| + 𝐶. 

      (II) ∫
஺ௗ௫

(௫ି௔)ೖ
= 𝐴 ∫(𝑥 − 𝑎)ି௞ 𝑑(𝑥 − 𝑎) =

஺

ଵି௞

ଵ

(௫ି௔)ೖషభ
+ 𝐶, víi k = 2,3,… 

      (III) ∫
஺௫ା஻

௫మା௣௫ା௣
𝑑𝑥,   =  𝑝ଶ  −  4𝑞 <  0. 

      (IV) ∫
஺௫ା஻

(௫మା௣௫ା௤)ೖ
𝑑𝑥,   =  𝑝ଶ  −  4𝑞 <  0, 𝑘 =  2,3, … 

§Ó tÝnh (III) vµ (IV), ta biÕn ®æi  𝑥ଶ  +  𝑝𝑥 +  𝑞 =  ቀ𝑥 +
௣

ଶ
ቁ

ଶ

+ ቀ𝑞 −
௣మ

ସ
ቁ,  

®Æt  𝑢 =  𝑥 + 
௣

ଶ
 ,  𝑎ଶ =  𝑞 −  

௣మ

ସ
,  ta cã 



BÀI GIẢNG GIẢI TÍCH 1 -NHÓM 1                GV NGUYỄN ĐÌNH BÌNH 
 

                                                                                                  37 
 

      (III) ∫
(஺௫ା஻)ௗ௫

௫మା௣௫ା௤
=

஺

ଶ
∫

ଶ௨

௨మା௔మ + ቀ𝐵 −
஺௣

ଶ
ቁ ∫

ௗ௨

௨మା௔మ =
஺

ଶ
𝑙𝑛( 𝑢ଶ + 𝑎ଶ) +

ଵ

௔
(𝐵 −

஺௣

ଶ
)arctan

௨

௔
+ 𝐶 

      (IV)  ∫
(஺௫ା஻)ௗ௫

(௫మା௣௫ା௤)ೖ
=

஺

ଶ
∫

ଶ௨

(௨మା௔మ)ೖ
+ (𝐵 −

஺௣

ଶ
) ∫

ௗ௨

(௨మା௔మ)ೖ
= 

ି஺

ଶ(௞ିଵ)
.

ଵ

(௨మା௔మ)ೖషభ
+ (𝐵 −

஺௣

ଶ
). 𝐼௞, 

(Ik ®­îc tÝnh theo vÝ dô 5, ý f), môc 2.1.4. 
2.1.5.2. D¹ng tæng qu¸t cña mét hµm ph©n thøc h÷u tû 

D¹ng tæng qu¸t cña mét hµm ph©n thøc h÷u tû lµ 𝑓(𝑥)  =  
௉೙(௫)

ொ೘(௫)
 trong ®ã 𝑃௡(𝑥), 𝑄௠(𝑥) lµ nh÷ng 

®a thøc bËc n, m t­¬ng øng vµ kh«ng cã nghiÖm chung. 
+ NÕu n < m th× 𝑓(𝑥) ®­îc gäi lµ ph©n thøc h÷u tû thùc sù. 

+ NÕu n  m th× 𝑓(𝑥)  ®­îc gäi lµ ph©n thøc h÷u tû kh«ng thùc sù.  
Mét hµm ph©n thøc kh«ng thùc sù, bao giê còng biÓu diÔn ®­îc d­íi d¹ng tæng cña 

mét ®a thøc víi mét hµm ph©n thøc h÷u tû thùc sù   b»ng c¸ch chia tö sè cho mÉu sè. 

VÝ dô 6.  Cho 𝑓(𝑥) =
௫లା௫ఱାହ௫రାଷ௫యାହ௫మା௫ାଵ

௫ఱାଶ௫యା௫
. 

Chia tö sè cho mÉu sè ta ®­îc    𝑓(𝑥)  =  𝑥 + 1 +
ଷ௫రା௫యାସ௫మାଵ

௫ఱାଶ௫యା௫
. 

Trong ®¹i sè cao cÊp, ng­êi ta chøng minh ®­îc kÕt qu¶ sau 
§Þnh lý 5.1.3.  Mét ph­¬ng tr×nh ®a thøc bËc m hÖ sè thùc 𝑄௠(𝑥) = 0 cã ®óng m nghiÖm (thùc 

hoÆc phøc) kÓ c¶ sè béi vµ 𝑄௠(𝑥) cã thÓ ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch nh÷ng thõa sè bËc nhÊt vµ 
bËc 2 víi biÖt thøc  < 0  :                𝑄௠(𝑥) = A (x-a)… (x2 + px + q), ( = p2 – 4q < 0), 

trong ®ã  lµ sè béi cña nghiÖm thùc x = a,  lµ sè béi c¸c nghiÖm phøc liªn hîp cña ph­¬ng 
tr×nh x2 + px + q = 0.  

V× vËy mét hµm ph©n thøc h÷u tû thùc sù ph©n tÝch ®­îc thµnh tæng cña nh÷ng hµm ph©n thøc 
®¬n gi¶n lo¹i 1, 2, 3, 4: 

   𝑓(𝑥) =
௉೙(௫)

ொ೘(௫)
=

஺భ

௫ି௔
+

஺మ

(௫ି௔)మ +. . . . +
஺ഀ

(௫ି௔)ഀ +. . . . +
஻భ௫ା஼భ

௫మା௣௫ା௤
+

஻మ௫ା஼మ

(௫మା௣௫ା௤)మ +. . . . +
஻ഁ௫ା஼ഁ

(௫మା௣௫ା௤)ഁ,     (2) 

trong ®ã A1, A2,…, A,…,B1, C1, B2, C2 ,..., B, C lµ nh÷ng h»ng sè ®­îc x¸c  ®Þnh b»ng c¸ch quy 
®ång mÉu sè ë vÕ ph¶i (2) sau ®ã ®ång nhÊt c¸c hÖ sè cña hai ®a thøc ë tö sè, ta ®­îc hÖ ph­¬ng 
tr×nh ®Ó x¸c ®Þnh chóng. 

VÝ dô 7. H·y ph©n tÝch  c¸c ph©n thøc  sau thµnh tæng c¸c ph©n thøc h÷u tû ®¬n gi¶n 

       a)   𝑓(𝑥) =
ଷ௫రା௫యାସ௫మାଵ

௫ఱାଶ௫యା௫
. 

Gi¶i:  V× mẫu 𝑥ହ + 2𝑥ଷ + 𝑥 =  𝑥(𝑥ସ  +  2𝑥ଶ  + 1)  =  𝑥 (𝑥ଶ  +  1)ଶ nªn   

                   𝑓(𝑥) =
ଷ௫రା௫యାସ௫మାଵ

௫ఱାଶ௫యା௫
 = 

஺

௫
+

஻௫ା஼

௫మାଵ
+

஽௫ାா

(௫మାଵ)మ. 

Quy ®ång mÉu sè ë vÕ ph¶i, sau ®ã  ®ång nhÊt hÖ sè cña tö sè, ta ®­îc 
3𝑥ସ  +  𝑥ଷ  +  4𝑥ଶ  +  1 =  (𝐴 + 𝐵)𝑥ସ  +  𝐶𝑥ଷ  + (2𝐴 +  𝐵 +  𝐷)𝑥ଶ  +  (𝐶 + 𝐸)𝑥 +  𝐴, 

𝐴 +  𝐵 =  3, 𝐶 =  1, 2𝐴 +  𝐵 +  𝐷 =  4, 𝐶 +  𝐸 =  0, 𝐴 =  1, 
do ®ã   𝐴 =  1, 𝐵 =  2, 𝐶  =  1, 𝐷 =  0, 𝐸 =  −1. 

VËy 
ଷ௫రା௫యାସ௫మାଵ

௫ఱାଶ௫యା௫
= 

ଵ

௫
+

ଶ௫ାଵ

௫మାଵ
−

ଵ

(௫మାଵ)మ. 

        b) TÝnh  I = ∫
ଷ௫రା௫యାସ௫మାଵ

௫ఱାଶ௫యା௫
𝑑𝑥. 

Gi¶i:Theo VÝ dô 7, ý a) ta cã 

          I = ∫
ଷ௫ఱା௫యାସ௫మାଵ

௫ఱାଶ௫యା௫
= ∫

ଵ

௫
𝑑𝑥 + ∫

ଶ௫ାଵ

௫మାଵ
𝑑𝑥 − ∫

ଵ

(௫మାଵ)మ 𝑑𝑥= 

             = ∫
ௗ௫

௫
+ ∫

ௗ(௫మାଵ)

௫మାଵ
+ ∫

ௗ௫

௫మାଵ
− 𝐼ଶvíi  I2 = ∫

ௗ௫

(௫మାଵ)మ. 

TÝch ph©n I2 lµ tÝch ph©n ®¬n gi¶n lo¹i 4, nªn ta ®­îc 
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                                  I2 = 
௫

ଶ(௫మାଵ)
+

ଵ

ଶ
arctan𝑥 + 𝐶 (xem VÝ dô 4, ý f)). 

VËy  𝐼 = ln|𝑥| + ln(𝑥ଶ + 1)  + arctan 𝑥  −
௫

ଶ(௫మାଵ)
−

ଵ

ଶ
arctan𝑥 + 𝐶 = 

       = 𝑙𝑛|𝑥(𝑥ଶ  +  1)| + 
ଵ

ଶ
arctan𝑥 −

௫

ଶ(௫మାଵ)
 + C. 

        c)  
௫మାଵ

(௫ିଵ)య(௫ାଷ)
. 

Gi¶i:   Ph©n tÝch   
௫మାଵ

(௫ିଵ)య(௫ାଷ)
=

஺

(௫ାଷ)
+

஻

௫ିଵ
+

஼

(௫ିଵ)మ +
஽

(௫ିଵ)య. 

Quy ®ång mÉu sè chung vµ cho tö sè b»ng nhau, ta ®­îc 
         𝑥ଶ  +  1 =  𝐴(𝑥 − 1)ଷ +  𝐵(𝑥 − 1)ଶ(𝑥 + 3)  +  𝐶 (𝑥 − 1)(𝑥 + 3), 
         𝑥ଶ  +  1 =  (𝐴 +  𝐵)𝑥ଷ  +  (−3𝐴 +  𝐵 +  𝐶)𝑥ଶ  + (3𝐴 −  5𝐵 +  2𝐶 +  3𝐷). 
§ång nhÊt hÖ sè hai vÕ ®¼ng thøc, ta cã 
𝐴 +  𝐵 =  0, − 3𝐴 +  𝐵 +  𝐶 =  1,   3𝐴 −  5𝐵 +  2𝐶 +  𝐷 =  0, −𝐴 +  3𝐵 −  3𝐶 +  3𝐷 =  1, 

ta ®­îc 𝐴 =  
ିହ

ଷଶ
, 𝐵 =  

ହ

ଷଶ
, 𝐶 =  

ଷ

଼
, 𝐷 =  

ଵ

ଶ
. 

Khi ®ã        ௫మାଵ

(௫ିଵ)య(௫ାଷ)
=

ିହ

ଷଶ(௫ାଷ)
+

ହ

ଷଶ(௫ିଵ)
+

ଷ

଼(௫ିଵ)మ +
ଵ

ଶ(௫ିଵ)య. 

VÝ dô 8. (2024) ∫
ଶ௫మାଶ௫ା଺

(௫మାଵ)(௫ାଶ)
𝑑𝑥. 

2.1.6. TÝch ph©n hµm v« tû 

   1)  TÝch ph©n d¹ng: ∫ 𝑅(𝑥, ቀ
௔௫ା௕

௖௫ାௗ
ቁ

೘

೙
, . . . , ቀ

௔௫ା௕

௖௫ାௗ
ቁ

೛

೜
)𝑑𝑥. 

Gäi k lµ mÉu sè chung nhá nhÊt cña c¸c ph©n sè  
௠

௡
, . . . ,

௣

௤
; ®Æt 

௔௫ା௕

௖௫ାௗ
= 𝑡௞, ta sÏ ®­a ®­îc vÒ 

tÝch ph©n hµm ph©n thøc h÷u tû. 
VÝ dô 9.   TÝnh 

a) I = ∫
ଵ

௫
ට

௫ିଵ

௫ାଵ
𝑑𝑥        (𝑥 > 1)     

b) (2020N1) 𝐼 =  ∫
ௗ௫

(ଶି௫)√ଵି௫
 

c) (2019N1) 𝐼 =  ∫൫√2𝑥 − 3 + |1 − 𝑥ଶ|ିଵ/ଶ൯ 𝑑𝑥 

d) (2017N2) 𝐼 = ∫
(√௫ିଶ √௫

య
)మ

௫
𝑑𝑥. 

    2) TÝch ph©n d¹ng: ∫ 𝑅(𝑥, √𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑑𝑥 
Sö dông phÐp thÕ Euler sÏ ®­a tÝch ph©n ®· cho vÒ tÝch ph©n c¸c hµm ph©n thøc h÷u tû: 

   + NÕu 𝑎 >  0 ®Æt √𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡 − √𝑎𝑥  ( hoÆc √𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡 + √𝑎𝑥). 

   + NÕu 𝑐 >  0 ®Æt √𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥𝑡 − √𝑐 (hoÆc √𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥𝑡 + √𝑐). 
   + NÕu 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 cã hai nghiÖm thùc kh¸c nhau 𝑥ଵ, 𝑥ଶ th×  𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎(𝑥 − 𝑥ଵ)(𝑥 − 𝑥ଶ), 

®Æt √𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  𝑡(𝑥 − 𝑥ଵ)  hoÆc √𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  𝑡(𝑥 − 𝑥ଶ) . 
VÝ dô 10.  TÝnh 

a) I = ∫
ௗ௫

௫ା√௫మି௫ାଵ
.      b)  I = ∫

(௫ିଵ)ௗ௫

(௫మାଶ௫)√௫మାଶ௫
.        c) (2023N1) 𝐼 =  ∫

଻ௗ௫

√ଷିଶ௫ିହ௫మ
. 

Mét sè tr­êng hîp ®Æc biÖt 

     a) I = ∫ √𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 𝑑𝑥 , ta biÕn ®æi  𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  𝑎 (𝑥 +
௕

ଶ௔
)ଶ + 𝑐 −

௕మ

ସ௔
. 

      §Æt  𝑡 =  𝑥 +  
௕

ଶ௔
  𝑑𝑥 =  𝑑𝑡 vµ I = ∫ ට𝑎𝑡ଶ + 𝑐 −

௕మ

ସ௔
𝑑𝑡.      Khi ®ã I cã d¹ng 

∫ ඥ𝑚ଶ − 𝑦ଶ𝑑𝑦 hoÆc ∫ ඥ𝑦ଶ ± 𝑚ଶ𝑑𝑦. 

      b) I = ∫
ௗ௫

√௔௫మା௕௫ା௖
, t­¬ng  tù a), ta ®­a vÒ d¹ng      ∫

ௗ௬

ඥ௠మି௬మ
 hoÆc ∫

ௗ௬

ඥ௬మ±௠మ
. 
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      c)  I = ∫
ௗ௫

(௫ିఈ)√௔௫మା௕௫ା௖
 , ®Æt  𝑥 −  =  

ଵ

௧
. 

    3) TÝch ph©n d¹ng  ∫ 𝑥௠(𝑎 +  𝑏𝑥௡)௣ 𝑑𝑥, víi 𝑚, 𝑛, 𝑝  𝑸. Nhµ to¸n häc Nga Trªb­sep ®· 
chøng minh tÝch ph©n trªn biÓu diÔn ®­îc b»ng c¸c hµm sè s¬ cÊp chØ trong ba tr­êng hîp sau: 

       a) p lµ sè nguyªn, ®Æt 𝑥 =  𝑡௦, víi s lµ béi chung nhá nhÊt cña mÉu sè cña c¸c ph©n sè m 
vµ n, tÝch ph©n sÏ ®­îc ®­a vÒ tÝch ph©n hµm ph©n thøc h÷u tû. 

      b) 
௠ାଵ

௡
 lµ sè nguyªn, ®Æt 𝑎𝑥 +  𝑏𝑥௡  = 𝑡௦, víi s lµ mÉu sè cña ph©n sè p. 

      c) 
௠ାଵ

௡
+ 𝑝 lµ sè nguyªn, ®Æt 𝑎𝑥௡ + 𝑏 = 𝑡௦ , víi s  lµ mÉu sè cña ph©n sè p. 

VÝ dô 11. TÝnh 

        a) I = ∫
ௗ௫

√௫మయ
(ଵା √௫మయ

)
. 

        b) I =∫
௫యௗ௫

(௔మି௫మ)√௔మି௫మ
. 

        c) I = ∫
ௗ௫

௫ర√ଵା௫మ
. 

2.1.7. TÝch ph©n hµm l­îng gi¸c I = ∫ 𝑹(𝒔𝒊𝒏 𝒙 , 𝒄𝒐𝒔 𝒙)𝒅𝒙 

     §Æt 𝑡 =  𝑡𝑎𝑛 
௫

ଶ
, − <  𝑥 <  ,   𝑡𝑎 𝑐ó   𝑠𝑖𝑛𝑥 =  

ଶ௧

ଵା௧మ
,        𝑐𝑜𝑠𝑥 =  

ଵି௧మ

ଵା௧మ
. 

     Tõ   𝑡 = tan
௫

ଶ
  ௫

ଶ
= arctan 𝑡  𝑥 =  2arctan𝑡  𝑑𝑥 =  

ଶௗ௧

ଵା௧మ. 

Khi ®ã ta viÕt tÝch ph©n I d­íi d¹ng tÝch ph©n hµm ph©n thøc h÷u tû    𝐼 =   ∫ 𝑅 ቀ
ଶ௧

ଵା௧మ ,
ଵି௧మ

ଵା௧మቁ
ଶௗ௧

ଵା௧మ. 

VÝ dô 12.  TÝnh 

        a) 𝐼 = ∫
ௗ௫

௦௜௡ ௫
.  

         b) I = ∫
ௗ௫

ଷ ௖௢௦ ௫ାସ ௦௜௡ ௫
. 

  Trong mét sè tr­êng hîp ®Æc biÖt khi tÝnh tÝch ph©n d¹ng ∫ 𝑅(𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝑥 cã thÓ ®­îc tÝnh 
®¬n gi¶n h¬n. 

    + NÕu 𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)  =  − 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) lÎ ®èi víi 𝑠𝑖𝑛𝑥 th× ®Æt 𝑐𝑜𝑠𝑥 =  𝑡. 
    + NÕu 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥)  =  − 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) lÎ ®èi víi 𝑐𝑜𝑠𝑥 th× ®Æt 𝑠𝑖𝑛𝑥 =  𝑡. 
    + NÕu 𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥) = 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) ch½n ®èi víi 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑣à 𝑐𝑜𝑠𝑥 th× ®Æt tan 𝑥  =  𝑡. 
VÝ dô 13. TÝnh 

       a)(2020N1) TÝnh 𝐼 = ∫
௖௢௦య ௫

ଶା௦௜௡
𝑑𝑥 , (d¹ng 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥)  =  − 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)). 

       b) TÝnh I= ∫
௦௜௡ ௫ା௦௜௡య ௫

௖௢௦ ଶ
𝑑𝑥,  (d¹ng 𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)  =  − 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)). 

      c) TÝnh I =  ∫
௖௢௦మ ௫

௦௜௡ల ௫
𝑑𝑥   (d¹ng 𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥)  =  𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)). 

Chó ý: Mäi hµm s¬ cÊp liªn tôc ®Òu cã nguyªn hµm tøc lµ cã tÝch ph©n bÊt ®Þnh, tuy nhiªn 
nhiÒu tÝch ph©n biÕt ch¾c ch¾n cã nguyªn hµm nh­ng nguyªn hµm kh«ng cã d­íi d¹ng hµm sè 

s¬ cÊp, ch¼ng h¹n:     ∫
௘ೣ

௫
𝑑𝑥,  ∫

௦௜௡ ௫

௫
𝑑𝑥,  ∫ 𝑒ି௫మ

𝑑𝑥,  ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑥ଶ 𝑑𝑥, ... 

2.2. TÝch ph©n x¸c ®Þnh 
2.2.1. Bµi to¸n tÝnh diÖn tÝch h×nh thang cong  
XÐt bµi to¸n: Cho hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥) liªn tôc, d­¬ng trªn ®o¹n [a,b]. MiÒn giíi h¹n bëi c¸c 

®­êng 𝑥 =  𝑎, 𝑥 =  𝑏, 𝑦 =  0, 𝑦 =  𝑓(𝑥) ®­îc gäi lµ h×nh thang cong.  H·y tÝnh diÖn tÝch h×nh ®ã 
(H×nh 5.1).    

Tr­íc hÕt b»ng ph­¬ng ph¸p gÇn ®óng chia [a,b] thµnh n phÇn, kh«ng nhÊt thiÕt b»ng nhau, 
bëi c¸c ®iÓm chia 𝑎 =  𝑥଴  <  𝑥ଵ < 𝑥ଶ < . . .   <  𝑥௡ =  𝑏.     
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        y                                    B 
 
            𝑦 = 𝑓(𝑥) 
        A 
 
   0      a   x1 x2  xi      i    xi+1   b    x                  
              H×nh 5.1 

Ký hiÖu 𝑥௜  =  𝑥௜ାଵ  −  𝑥௜ lµ ®é dµi ®o¹n [𝑥௜ , 𝑥௜ାଵ], 𝑖 =  0,1,2, . . . , 𝑛 − 1. 
TÝnh diÖn tÝch h×nh thang cong thø i, mét c¸ch gÇn ®óng, b»ng c¸ch lÊy mét ®iÓm tuú ý i trªn 

®o¹n [𝑥௜ , 𝑥௜ାଵ], ta coi diÖn tÝch h×nh thang cong thø i gÇn b»ng diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt cã ®¸y xi 
vµ chiÒu cao lµ f(i), víi 𝑖 =  0,1,2, . . . , 𝑛 − 1. 

Ký hiÖu Sn lµ tæng diÖn tÝch cña n h×nh ch÷ nhËt ®ã, tøc lµ    𝑆௡ =  ∑ 𝑓(𝜉௜). 𝛥𝑥௜
௡ିଵ
௜ୀ଴ . 

Khi ®ã 𝑆௡ 𝑆 víi S lµ diÖn tÝch h×nh thang cong AabB. 
Ký hiÖu    = max

଴ஸ௜ஸ௡ିଵ
𝛥𝑥௜.  NÕu n , sao cho   0, mµ 𝑆௡ tiÕn dÇn ®Õn mét giíi h¹n h÷u h¹n, 

kh«ng phô thuéc c¸ch chia ®o¹n [a,b], c¸ch chän ®iÓm i th× giíi h¹n ®ã ®­îc gäi lµ diÖn tÝch h×nh 
thang cong AabB. 

2.2.2. §Þnh nghÜa tÝch ph©n x¸c ®Þnh 
§Þnh nghÜa 2.2.1. Cho hµm sè 𝑓(𝑥)x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [a,b]. Chia ®o¹n [a,b] thµnh n phÇn bÊt 

kú bëi c¸c ®iÓm chia: 
                              𝑎 =  𝑥଴  <  𝑥ଵ < 𝑥ଶ < . . .   <  𝑥௡ =  𝑏.     

§Æt 𝑥௜  =  𝑥௜ାଵ  −  𝑥௜ , (𝑖 =  0,1,2, … , 𝑛 − 1), trªn mçi ®o¹n [𝑥௜ , 𝑥௜ାଵ], lÊy mét ®iÓm i tuú ý 
(𝑖 =  0,1,2, … , 𝑛 − 1). 
LËp tæng  𝐼௡ = ∑ 𝑓(𝜉௜). 𝛥𝑥௜

௡ିଵ
ଵୀ଴ , (𝐼௡ gäi lµ tæng tÝch ph©n). 

NÕu khi n  , sao cho  = max
଴ஸ௜ஸ௡ିଵ

𝛥𝑥௜ 0 mµ 𝐼௡ dÉn tíi mét giíi h¹n h÷u h¹n I, kh«ng phô 

thuéc c¸ch chia ®o¹n [a,b], c¸ch chän c¸c ®iÓm 
௜
[𝑥௜, 𝑥௜ାଵ] th× ta gäi I lµ tÝch ph©n x¸c ®Þnh 

cña hµm 𝒇(𝒙) trªn ®o¹n [a,b]. 

Ký hiÖu I = 𝑙𝑖𝑚
ఒ→଴

∑ 𝑓(𝜉௜)𝛥𝑥௜ = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
௡ିଵ
௜ୀ଴ ,   trong ®ã a, b gäi lµ cËn lÊy tÝch ph©n, a lµ cËn 

d­íi, b lµ cËn trªn. 

NÕu tån t¹i ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 th× ta nãi hµm sè 𝒇(𝒙) kh¶ tÝch trªn ®o¹n [a,b]. 

Tõ §Þnh nghÜa 5.2.1, ta thÊy r»ng nÕu 𝑓(𝑥)  0 trªn ®o¹n [a,b] th× diÖn tÝch S cña h×nh thang 

cong AabB (H×nh 5.1) lµ S = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
. 

§ã còng lµ ý nghÜa h×nh häc cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh. 

Chó ý: 1) NÕu a < b th× ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 = − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௔

௕
,   NÕu a = b th× ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
 = 0. 

  2) TÝch ph©n x¸c ®Þnh lµ mét sè, nã kh«ng phô thuéc vµo biÕn sè lÊy tÝch ph©n, tøc lµ 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

௕

௔
 = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

௕

௔
. 

VÝ dô 1. TÝnh ∫ 𝑒௫𝑑𝑥
ଵ

଴
. 

Gi¶i: Ta cã hµm  𝑓(𝑥) = 𝑒௫ liªn tôc trªn ®o¹n [0;1].  

  + Chia ®o¹n [0;1] thµnh n phÇn b»ng nhau bëi c¸c ®iÓm chia 0 < 
ଵ

௡
<

ଶ

௡
<. . . < 1  xi = 

ଵ

௡
,  

   +LÊy i = 
௜

௡
∈ ቂ

௜

௡
,

௜ାଵ

௡
ቃ, (𝑖 =  0,1,2, . . , 𝑛 − 1). lËp tæng In = ∑ 𝑓(𝜉௜

௡ିଵ
௜ୀ଴ )𝛥𝑥௜ = ∑ 𝑒

೔

೙௡ିଵ
௜ୀ଴ .

ଵ

௡
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 𝐼௡  =
ଵ

௡
ቀ𝑒଴ + 𝑒

భ

೙+. . . +𝑒
೙షభ

೙ ቁ =
ଵି௘

௡(ଵି௘
భ
೙)

=
௘ିଵ

௡(௘
భ
೙ିଵ)

. 

  +Khi  𝑛     𝑡ℎì  𝐼௡  𝑒 −  1 v× 

1
1

1
1

lim1
1

.(lim ) 




n

nenen
nn

   

 VËy ∫ 𝑒௫𝑑𝑥
ଵ

଴
= 𝑒 − 1.   

VÝ dô 2. Tính giới hạn   𝐼 = lim
௡→ஶ

ଵ

௡ାଵ
൬

ଵ

√ସ௡మାଵ
+

ଶ

√ସ௡మାଶమ
+ ⋯ +

௡ିଵ

ඥସ௡మା(௡ିଵ)మ
൰. 

Gi¶i: Ta cã hµm  𝑓(𝑥) =
௫

√௫మାସ
, 𝑥 ∈ [0,1], 𝑓(𝑥) liªn tôc trªn ®o¹n [0;1] nên khả tích. 

  + Chia ®o¹n [0;1] thµnh n phÇn b»ng nhau 0 <  
ଵ

௡
<

ଶ

௡
< ⋯ < 1  𝑥௜ = 𝑥௜ାଵ − 𝑥௜ =  

ଵ

௡
  

   + Chọn i = 
௜

௡
∈ ቂ

௜

௡
,

௜ାଵ

௡
ቃ, (𝑖 =  0,1,2, . . , 𝑛 − 1).   Ta có 

𝐼 = lim
௡→ஶ

෍ 𝑓(𝜉௜

௡ିଵ

௜ୀ଴
)𝛥𝑥௜ = lim

௡→ஶ
෍

𝑖
𝑛

ටቀ
𝑖
𝑛ቁ

ଶ

+ 4

௡ିଵ

௜ୀ଴
 
1

𝑛
= lim

௡→ஶ
෍

𝑖

√4𝑛ଶ + 𝑖ଶ

௡ିଵ

௜ୀ଴
 
1

𝑛
= 

lim
௡→ஶ

෍
𝑖

√4𝑛ଶ + 𝑖ଶ

௡ିଵ

௜ୀ଴
 
1

𝑛
= න

𝑥

√𝑥ଶ + 4
𝑑𝑥

ଵ

଴

= න
𝑑(𝑥ଶ + 4)

2√𝑥ଶ + 4
=

ଵ

଴

ඥ𝑥ଶ + 4 ቚ
1
0

= √5 − 2 

Lưu ý: 𝐼 = ൤ lim
௡→ஶ

ଵ

௡
൬

ଵ

√ସ௡మାଵ
+

ଶ

√ସ௡మାଶమ
+ ⋯ +

௡ିଵ

ඥସ௡మା(௡ିଵ)మ
൰൨

௡

௡ାଵ
= lim

௡→ஶ
𝐼௡ 

2.2.3. TÝnh chÊt cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh 
§Þnh lý 2.2.1. NÕu hµm sè 𝑓(𝑥) liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] th×  𝑓(𝑥) kh¶ tÝch trªn ®o¹n ®ã. 
§Þnh lý 2.2.2. NÕu hµm sè 𝑓(𝑥)bÞ chÆn vµ cã mét sè h÷u h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i 1 trªn ®o¹n 

[a,b]  th× 𝑓(𝑥)kh¶ tÝch trªn ®o¹n ®ã. 
C¸c ®Þnh lý nµy cã thÓ chøng minh b»ng ®Þnh nghÜa (ë ®©y kh«ng chøng minh). 
Tõ ®Þnh nghÜa tÝch ph©n x¸c ®Þnh ta cã mét sè tÝnh chÊt sau: 
    1) NÕu c¸c hµm sè 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) kh¶ tÝch trªn ®o¹n [a,b], th× tæng 𝑓(𝑥)  𝑔(𝑥) còng kh¶ tÝch 

trªn ®o¹n ®ã vµ 

                      ∫ [𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔

௕

௔
. 

    2) NÕu hµm sè 𝑓(𝑥) kh¶ tÝch trªn ®o¹n [a,b] th× 𝐶𝑓(𝑥), (C- const) còng kh¶ tÝch trªn ®o¹n ®ã 

vµ   ∫ 𝐶𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐶 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

௕

௔
. 

     
3) NÕu hµm sè 𝑓(𝑥) kh¶ tÝch trªn ®o¹n lín nhÊt trong sè c¸c ®o¹n: [𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑐], [𝑐, 𝑏] th×  

                               ∫ 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௖

௔
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௖

௕

௔
. 

    4) NÕu c¸c hµm sè 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) kh¶ tÝch vµ 𝑓(𝑥)  𝑔(𝑥) trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏] th×  

                                        ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

௕

௔
. 

    5) NÕu hµm sè 𝑓(𝑥) kh¶ tÝch trªn ®o¹n [a,b] th× |𝑓(𝑥)| còng kh¶ tÝch trªn ®o¹n ®ã vµ  

                                             ቚ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
ቚ ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

௕

௔
. 

    6)  NÕu hµm sè 𝑓(𝑥)kh¶ tÝch trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏] th× 

                                       𝑚 (𝑏 −  𝑎)  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)
௕

௔
, 

trong ®ã m vµ M lµ gi¸ trÞ bÐ nhÊt vµ gi¸ trÞ lín nhÊt cña hµm sè 𝑓(𝑥) trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏]. 
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§Þnh lý 2.2.3. (§Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh) 

Cho hµm sè 𝑓(𝑥) liªn tôc trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏] th× khi ®ã  𝑐  [𝑎, 𝑏] sao cho   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐). (𝑏 − 𝑎)
௔

௕
,   

hoÆc ta viÕt     
ba 

1
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)

௔

௕
 víi a < b. 

VÝ dô 3. ¦íc l­îng tÝch ph©n ∫
௖௢௦ ௫

√ଵା௫ర

ଵ଼

ଵ଴
. 

Gi¶i: V×  |𝑐𝑜𝑠 𝑥| ≤ 1, nªn khi  𝑥  10 ta cã bÊt ®¼ng thøc  

                 ቚ∫
௖௢௦ ௫

√ଵା௫ర

ଵ଼

ଵ଴
ቚ ≤ ∫ ቚ

௖௢௦ ௫

√ଵା௫రቚ 𝑑𝑥 < 8.10ିଶ < 10ିଵଵ଼

ଵ଴
,    VËy   ቚ∫

௖௢௦ ௫ௗ௫

√ଵା௫ర

ଵ଼

ଵ଴
ቚ < 10ିଵ. 

2.2.4. C¸ch tÝnh tÝch ph©n x¸c ®Þnh 

Cho hµm sè 𝑓(𝑥)kh¶ tÝch trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏], xÐt hµm sè  𝜑′(𝑥)  =  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
௫

௔
, 𝑎  𝑥  𝑏.      (3) 

§Þnh lý 2.2.4.  NÕu hµm sè 𝑓(𝑡) kh¶ tÝch trªn ®o¹n[𝑎, 𝑏] th× 𝜑′(𝑥)) lµ mét hµm sè liªn tôc trªn 
®o¹n [𝑎, 𝑏]. 

§Þnh lý 2.2.5. NÕu hµm sè 𝜑′(𝑡)liªn tôc t¹i  𝑡 =  𝑥  [𝑎, 𝑏] th×  𝜑′(𝑥)cã ®¹o hµm t¹i x vµ 

                                             𝜑′(𝑥) = ൣ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
௫

௔
൧
′

= 𝑓(𝑥) . 

Ta viÕt ®¼ng thøc 𝜑′(𝑥) =  𝑓(𝑥) d­íi d¹ng         ௗ

ௗ௫
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥)

௫

௔
        (4) 

C«ng thøc (4) cã ý nghÜa quan träng, nÕu hµm sè 𝑓(𝑡)  liªn tôc trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏] th× khi ®¹o hµm 
theo cËn trªn x cña tÝch ph©n (3) lu«n b»ng hµm sè d­íi dÊu tÝch ph©n trªn ®o¹n ®ã.  

§Þnh lý 2.2.6. (Liªn hÖ gi÷a tÝch ph©n x¸c ®Þnh vµ nguyªn hµm) 
NÕu hµm sè 𝑓(𝑥) liªn tôc trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏] vµ 𝐹(𝑥) lµ mét nguyªn hµm cña nã th× ta cã 

                                     ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
௕

௔
.                   (5a) 

Ta th­êng viÕt  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) ቚ
𝑏
𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
௕

௔
.                                     (5b) 

C«ng thøc (5b) gäi lµ c«ng thøc Newton – Leibnitz. 
VÝ dô 4. TÝnh 

a) 𝐼 = ∫ 𝑒௫𝑑𝑥
ଵ

௔
= 𝑒௫ ቚ

1
0

= 𝑒 − 1. 

b) (2019N2)  𝐼 = ∫ arccot √3 − 𝑥 
ଷ

ଶ
𝑑𝑥. 

c) (2020N2)  𝐼 = ∫ lnଶ(3𝑥 + 1)
ଵ

଴
𝑑𝑥 

d) (2018N1)  𝐼 = ∫ ඥ|𝑥ଶ − 9|
ହ

଴
𝑑𝑥 

e) (2018N1)  𝐼 = ∫
ଷ ௦௜௡ ௫ାସ ௖௢௦ ௫

ସ ௦௜௡ ௫ାଷ ௖௢௦ ௫

గ/ଶ

଴
𝑑𝑥 

Chó ý: Trong tr­êng hîp cËn lÊy tÝch ph©n lµ nh÷ng hµm sè kh¶ vi (𝑥),(𝑥) trªn ®äan [𝑎, 𝑏], 

th×                     ௗ

ௗ௫
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

ఉ(௫)

ఈ(௫)
= 𝑓(𝛽(𝑥))𝛽′(𝑥) − 𝑓(𝛼(𝑥))𝛼′(𝑥).                     (6) 

Ch¼ng h¹n       ௗ

ௗ௫
∫ 𝑡𝑑𝑡

௫మ

௖௢௦ ௫
= 𝑥ଶ. (2𝑥) − (𝑐𝑜𝑠 𝑥). (− 𝑠𝑖𝑛 𝑥) = 2𝑥ଷ + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 . 𝑠𝑖𝑛 𝑥. 

C«ng thøc (6) lµ më réng cña c«ng thøc (4). 
2.2.5. Ph­¬ng ph¸p ®æi biÕn sè trong tÝch ph©n x¸c ®Þnh 

§Þnh lý 2.2.7. XÐt tÝch ph©n ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
, víi 𝑓(𝑥) liªn tôc trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏]. 

      Gi¶ thiÕt phÐp ®æi biÕn 𝑥 =  (𝑡) tho¶ mãn: 
1) (𝑡) kh¶ vi liªn tôc trªn ®o¹n [𝑡ଵ, 𝑡ଶ]. 
2) (𝑡ଵ) = 𝑎, ( 𝑡ଶ) = 𝑏. 
3) Khi t biÕn thiªn trªn ®o¹n [𝑡ଵ, 𝑡ଶ]th× x biÕn thiªn trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏]. 

     Khi ®ã ta cã:                       ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓
௧మ

௧భ

௕

௔
[(𝑡)].′(𝑡)𝑑𝑡                             (7) 
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Chó ý: 1)  ThuËn lîi cña c«ng thøc (7)  lµ sau khi ®æi biÕn kh«ng ph¶i trë l¹i biÔn cò. 

            2)  NÕu tÝch ph©n cã d¹ng ∫ 𝑓[(𝑥)].′(𝑥)
௕

௔
𝑑𝑥 th× ta cã thÓ ®Æt 𝑡 =  (𝑥), víi ®iÒu kiÖn 

′(𝑥) liªn tôc, ®¬n ®iÖu vµ cã ®¹o hµm ′(𝑥)  0, liªn tôc trªn [𝑎, 𝑏]. 
VÝ dô 5. TÝnh 

a)  I = ∫ 𝑥√1 + 𝑥
ଵ

଴
𝑑𝑥. 

b) I = ∫ √𝑎ଶ − 𝑥ଶ௔

଴
𝑑𝑥. 

c) I = ∫
ௗ௫

௫(ଵା௟௡మ ௫)

௘

ଵ
. 

d)  𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛ଵ଴𝑥𝑐𝑜𝑠ଷ𝑥𝑑𝑥
గ/ଶ

଴
 

Chó ý: Ta cã  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௔

ି௔
= ൜

0

2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௔

଴

     
𝑛ế𝑢 𝑓(𝑥) 𝑙à ℎà𝑚 𝑠ố 𝑙ẻ      

𝑛ế𝑢 𝑓(𝑥)𝑙à ℎà𝑚 𝑠ố 𝑐ℎẵ𝑛
 

VÝ dô 6. TÝnh 

          a)  TÝnh I = ∫
௫మ ௔௥௖௦௜௡ ௫

√ଵା௫మ
𝑑𝑥

ଵ

ିଵ
. 

          b) TÝnh I = ∫
௖௢௦ ௫

ଵା௦௜௡మ ௫

ഏ

మ

ି
ഏ

మ

𝑑𝑥. 

2.2.6. Ph­¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn 
§Þnh lý 2.2.8. Gi¶ sö c¸c hµm sè 𝑢(𝑥) vµ 𝑣(𝑥) kh¶ vi liªn tôc trªn ®o¹n [a,b] th×  

                      ∫ 𝑢(𝑥). 𝑣 ′(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
= [𝑢(𝑥). 𝑣(𝑥)] ቚ

𝑏
𝑎

− ∫ 𝑣(𝑥). 𝑢′(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
                           (8a) 

   §¼ng thøc (8a) th­êng ®­îc viÕt d­íi d¹ng 

                                              ∫ 𝑢𝑑𝑣
௕

௔
= (𝑢. 𝑣) ቚ

𝑏
𝑎

− ∫ 𝑣𝑑𝑢
௕

௔
.                                      (8b)                     

Chó ý: Khi tÝnh tÝch ph©n ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 b»ng ph­¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn ta biÕn ®æi  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑣(𝑥)
௕

௔

௕

௔
 sao cho ∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑢(𝑥)

௕

௔
 ph¶i ®­îc tÝnh ®¬n gi¶n h¬n ∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑣(𝑥)

௕

௔
. 

VÝ dô 7.  TÝnh 

 a) I = ∫ 𝑥𝑒ି௫𝑑𝑥
ଵ

଴
;                                            b) TÝnh  I = ∫ 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥

௘

ଵ
. 

 c) TÝnh  𝐼 = ∫
௟௡ ௫ௗ

௫య√௫

௘

ଵ
. (2021N3)                  d) TÝnh I = ∫

௫ ௦௜௡ ௫

௖௢௦మ ௫
𝑑𝑥

ഏ

య
షഏ

య

. 

 e) TÝnh I = ∫
௫ ௖௢௦ ௫

௦௜௡య ௫
𝑑𝑥

ഏ

మ
ഏ

ల

. (2022N3) 

  f) (2020-2)Tìm a để tích phân ∫ 3௫ arctan(5 − 3𝑥)  𝑑𝑥
௔

଴
 đạt giá trị lớn nhất. 

2.3. Ứng dông h×nh häc cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh 
2.3.1.DiÖn tÝch miÒn ph¼ng 
 
 
 
 
 
 
 
 

NÕu 𝑓(𝑥) 𝑙µ hµm sè bÊt kú liªn tôc trªn ®o¹n [a,b], ta cã  𝑆 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
௕

௔
 .               (10) 

 y                     y=f(x)         B 
 
 
      A 
                        S 
 
 O    a                               b     x 
 
                  H×nh 5.2 

1) Trong hÖ to¹ ®é §Ò c¸c 

   Theo ý nghÜa h×nh häc cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh, th× 

diÖn tÝch S cña h×nh thang cong giíi h¹n bëi c¸c ®­êng 

th¼ng 𝑥 =  𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑎 < 𝑏;  𝑦 =  0  vµ  cung  ®å th Þ  

𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑣ớ𝑖  𝑓(𝑥)  0 (H×nh 5.2)  lµ  𝑆 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 (9) 
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Tr­êng hîp h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi 
        𝑓ଵ(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓ଶ(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 .   (H×nh 5.3)   
     
Ta cã  

          S = ∫ [𝑓ଶ(𝑥) − 𝑓ଵ(𝑥)]𝑑𝑥
௕

௔
.              (11a) 

 
 
 
 

Tổng quát 
Tr­êng hîp h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi   
       𝑦 = 𝑓ଵ(𝑥); 𝑦 = 𝑓ଶ(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 .             
            𝑓ଵ(𝑥), 𝑓ଶ(𝑥)  ∈ 𝑪[𝑎, 𝑏] 

Ta cã  

      𝑆 =  ∫  |𝑓ଶ(𝑥) − 𝑓ଵ(𝑥)|𝑑𝑥
௕

௔
            (11b) 

Tr­êng hîp h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi   
            𝑥 = 𝑔ଵ(𝑦); 𝑥 = 𝑔ଶ(𝑦), 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 
            𝑔ଵ(𝑦), 𝑔ଶ(𝑦)  ∈ 𝑪[𝑐, 𝑑] 

Ta cã  

      𝑆 =  ∫  |𝑔ଵ(𝑦) − 𝑔ଶ(𝑦)|𝑑𝑦
ௗ

௖
          (11c) 

Tr­êng hîp h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi   
                 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏;  𝑦 = 0 .             
              x =  ψ(t), y = ϕ(t) 

Ta cã  

      𝑆 =  ∫  |𝜙(𝑡) 𝜓′(t|𝑑𝑡
௧ଶ

௧ଵ
                  (11d) 

Trong đó giả thiết rằng phương trình 𝜓(𝑡) =  𝑎, ϕ(𝑡)  =  𝑏 có nghiệm duy nhất là 𝑡ଵ, 𝑡ଶ  
𝑣à 𝜙, 𝜓, 𝜓’ ∈  𝐶[𝑡ଵ, 𝑡ଶ]. 

VÝ dô 1.  TÝnh diÖn tÝch cña h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi  𝑦 =  𝑥ଶ vµ ®­êng th¼ng 𝑥 +  𝑦 = 2. 
Tr­êng hîp, ®­êng cong cho bëi ph­¬ng tr×nh tham sè 𝒙 =  𝒙(𝒕),   𝒚 =  𝒚(𝒕). 
Theo c«ng thøc (9), thay 𝑦 =  𝑓(𝑥) 𝑏ở𝑖 𝑦 =  𝑦(𝑡), 𝑑𝑥 =  𝑥’(𝑡)𝑑𝑡  hai cËn a,b ®­îc thay bëi 𝑡ଵ, 𝑡ଶ 

øng víi 𝑎 =  𝑥(𝑡ଵ), 𝑏 =  𝑥(𝑡ଶ), ta cã     𝑆 =  ∫ |𝑦(𝑡). 𝑥′(𝑡)|
௧భ

௧మ
𝑑𝑡.                                             (12) 

VÝ dô 2.  TÝnh diÖn tÝch cña h×nh 
𝑥 =  𝑎 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 =  𝑏 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑎 >  0, 𝑏 >  0. 

 
2) Trong hÖ to¹ ®é cùc      
DiÖn tÝch h×nh qu¹t cong.  

 XÐt h×nh ph¼ng lµ h×nh qu¹t giíi h¹n  bëi 
c¸c ®­êng  r = r () vµ c¸c tia y = , y =  , 
H×nh 5.5). 

Chia h×nh ph¼ng thµnh n qu¹t nhá bëi c¸c 
tia  

             = 0 < 1 < 2<... < n = . 

 

 §Æt  i = i+1 - i,  ( i = 0, 1, 2,…., n - 1),   = max i   ( 0  i  n - 1). 
H×nh qu¹t con n»m gi÷a hai tia i, i+1, cã diÖn tÝch ®­îc coi gÇn b»ng h×nh qu¹t cã b¸n kÝnh 

r(i) víi i   i  i+1 ,  ( i = 0,1,2,…. n - 1). 

LËp tæng  Sn =  ∑
ଵ

ଶ
𝑟ଶ(𝜉௜). 𝛥

௜
≈ 𝑆௡ିଵ

௜ୀ଴ . 

ChuyÓn giíi h¹n Sn khi   0 ta ®­îc diÖn tÝch h×nh qu¹t cong lµ 

                                          S = 
ଵ

ଶ
∫ 𝑟ଶ()𝑑ఉ

ఈ
.                                                (13) 

 y 
                   

                                          
 
 

                          S 
 

                      
  O        a                               b       x 
                       H×nh 5.3 

 
                                         r=r ()           
                  y= 
 
                                      y= 
                             
   O                                                x 
                     H×nh 5.5 
 



BÀI GIẢNG GIẢI TÍCH 1 -NHÓM 1                GV NGUYỄN ĐÌNH BÌNH 
 

                                                                                                  45 
 

 
VÝ dô 3. TÝnh diÖn tÝch cña h×nh ph¼ng ®­îc giíi h¹n bëi ®­êng hoa hång bèn c¸nh 

𝑟 =  𝑎𝑠𝑖𝑛2,   (𝑎 >  0),. 
Gi¶i:  PhÇn t¸m thø nhÊt cña diÖn tÝch cÇn t×m t­¬ng øng víi sù biÕn ®æi cña   tõ  0 ®Õn 

గ

ସ
.   

 V× vËy        S = 8.
ଵ

ଶ
∫ 𝑎ଶ 𝑠𝑖𝑛ଶ 2 𝜙𝑑𝜙 = 4𝑎ଶ ∫ 𝑠𝑖𝑛ଶ 2 𝜙𝑑𝜙 = 2𝑎ଶ ∫ (1 − 𝑐𝑜𝑠 4 𝜙)𝑑𝜙

ഏ

ర
଴

ഏ

ర
଴

ഏ

ర
଴

 = 

                        = 2𝑎ଶ. ቀ𝜙 −
ଵ

ସ
𝑠𝑖𝑛 4 𝜙ቁ ቤ

గ

ସ

0
 = 

௔మగ

ଶ
 (®vdt).  

2.3.2. ThÓ tÝch 
   1) Tr­êng hîp tæng qu¸t 
Cho vËt thÓ giíi h¹n bëi mÆt cong kÝn vµ n»m 

gi÷a hai mÆt ph¼ng 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, (H×nh 5.7).      
Mét mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc 𝑂𝑥 t¹i 𝑥 c¾t 

 vËt thÓ víi thiÕt diÖn cã diÖn tÝch 𝑆 =  𝑆(𝑥). 
Chia vËt thÓ thµnh n phÇn bëi c¸c mÆt ph¼ng 
      𝑥 =  𝑥௜, ( 𝑖 =  0, 1, 2, … . 𝑛) 
     𝑎 =  𝑥଴  <  𝑥ଵ  < 𝑥ଶ <  …  < 𝑥௡ =  𝑏.    
§Æt 𝑥𝑖 =  𝑥௜ାଵ  − 𝑥௜,  =  𝑚𝑎𝑥𝑥௜  0  𝑖  𝑛 − 1.   
Trªn mçi ®o¹n [𝑥௜ , 𝑥௜ାଵ] lÊy mét ®iÓm tuú ý 


௜
 (𝑖 =  0, 1, 2. . , 𝑛 −  1). ThÓ tÝch cña phÇn vËt thÓ thø i n»m gi÷a hai mÆt ph¼ng 𝑥 =  𝑥௜, 𝑥 = 𝑥௜ାଵ  

( 𝑖 =  0, 1, 2 … , 𝑛 − 1) ®­îc coi gÇn b»ng thÓ tÝch h×nh trô cã ®¸y cã diÖn tÝch 𝑆(
௜
), chiÒu cao 𝑥௜, 

khi ®ã thÓ tÝch vËt thÓ ®­îc coi gÇn b»ng       𝑉𝑛 =  ∑ 𝑆(𝜉௜). 𝛥𝑥௜ ≈ 𝑉௡ିଵ
௜ୀ଴  

ChuyÓn qua giíi h¹n 𝑉𝑛 khi   0, ta ®­îc thÓ tÝch cña vËt thÓ lµ  V = ∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
.        (14) 

VÝ dô 4. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ giíi h¹n bëi mÆt elipxoit,  
௫మ

௔మ +
௬మ

௖మ +
௭మ

௖మ = 1. 

 Gi¶i:  TÝnh diÖn tÝch S cña thiÕt diÖn vu«ng gãc víi trôc 𝑂𝑥 t¹i ®iÓm 𝑥, ta cã 
௬మ

௕మ
+

௭మ

௖మ
= 1 −

௫మ

௔మ
 (xem  x nh­ lµ h»ng sè), 

௬మ

ቆ௕ටଵି
ೣమ

ೌమቇ

మ +
௭మ

ቆ௖ටଵି
ೣమ

ೌమቇ

మ = 1. 

Ta cã diÖn tÝch thiÕt diÖn 𝑆 =  𝑆(𝑥) 𝑣à 𝑆(𝑥)  =  . 𝑏ට1 −
௫మ

௔మ . 𝑐ට1 −
௫మ

௔మ = 𝜋𝑏𝑐 ቀ1 −
௫మ

௔మቁ. 

VËy thÓ tÝch cña vËt thÓ lµ  

        𝑉 =  ∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝜋𝑏𝑐 ቀ1 −
௫మ

௔మቁ 𝑑𝑥 = 2𝜋𝑏𝑐 ቀ𝑥 −
௫య

ଷ௔మቁ
௔

ି௔

௔

ି௔
ቚ

𝑎
−𝑎

=
ସ

ଷ
𝜋𝑎𝑏𝑐 (®vtt). 

§Æc biÖt 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑅 th× elipxoit lµ mÆt cÇu b¸n kÝnh 𝑅 vµ thÓ tÝch h×nh cÇu ®ã lµ : 𝑉 =  
ସ

ଷ
𝜋𝑅ଷ. 

VÝ dô 5. TÝnh thÓ tÝch vËt thÓ giíi h¹n bëi c¸c mÆt  𝑧 =  4 −  𝑦ଶ, 𝑥 =  𝑎, (𝑎 >  0) vµ c¸c mÆt 
ph¼ng to¹ ®é, lÊy miÒn 𝑥 >  0, 𝑦 >  0 ,(H×nh 5.9). 

Gi¶i: C¾t vËt thÓ bëi mÆt ph¼ng vu«ng gãc 
 víi trôc 𝑂𝑥 t¹i 𝑥, ta ®­îc thiÕt diÖn cã diÖn 
 tÝch lµ  

𝑆(𝑥)  =  ∫ (4 − 𝑦ଶ)
ଶ

଴
𝑑𝑦 = ቀ4𝑦 −

௬మ

ଷ
ቁ ቚ

2
0

=
ଵ଺

ଷ
 .   

      VËy thÓ tÝch cña vËt thÓ lµ 

V = ∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥
௔

଴
= ∫

ଵ଺

ଷ
𝑑𝑥 =

ଵ଺௔

ଷ

௔

଴
  (®vtt). 

 
   

  y 
                                S(x) 
 
 
 
 
 
 O    a           xi         x         xi+1      b  x 
 

                    z 
                    4 
 
                                  2               y 
                x 
 
 
         a 
      x                H×nh 5.9 
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   2) ThÓ tÝch vËt trßn xoay 
Cho vËt thÓ trßn xoay ®­îc t¹o bëi h×nh thang cong 0  𝑦  𝑓(𝑥 ), 0  𝑥  𝑏, quay xung quanh 

trôc Ox ,(H×nh 5.10).    Khi ®ã 𝑆(𝑥)  =   𝑓 2(𝑥) 𝑣à  𝑉 =  ∫ 𝑓ଶ(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
.                         (15) 

NÕu vËt thÓ trßn xoay ®­îc t¹o bëi h×nh thang cong 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜙(𝑦),𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, quay xung quanh 

trôc Oy th× thÓ tÝch cña nã lµ     𝑉 = 𝜋 ∫ 𝜙ଶ(𝑦)𝑑𝑦
ௗ

௖
.                                                      (16) 

     
 
 
         
         
  H×nh 5.10                                                        H×nh 5.11 
 
 
 
 
VÝ dô 6. TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ ®­îc t¹o ra khi h×nh giíi h¹n bëi ®­êng cong 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛𝑥 vµ 

c¸c ®­êng 𝑥 =  0, 𝑥 =  
గ

ଶ
, 𝑦 =  0. 

       a)  Quay quanh trôc 𝑂𝑥.    (H×nh  5.11) 
       b)  Quay quanh trôc 𝑂𝑦 .   (H×nh 5.12)     

Gi¶i: a)Ta cã 𝑉 = ∫ 𝑦ଶ𝑑𝑥
ഏ

మ
଴

= 𝜋 ∫ 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝑥 𝑑𝑥 =
గ

ଶ
∫ (1 − 2 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥)𝑑𝑥 =

ഏ

మ
଴

ഏ

మ
଴

గ

ଶ
ቀ𝑥 −

ଵ

ଶ
𝑠𝑖𝑛 2 𝑥ቁ ቤ

గ

ଶ

0
=

గమ

ସ
 

(®vtt).          
b) Ta cã 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛𝑥  𝑥 =  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑦   𝑉 =  𝑉ଵ  −  𝑉ଶ  

Trong ®ã: 𝑉ଵ  lµ h×nh trô ®¸y lµ h×nh trßn t©m O, b¸n kÝnh r = 
గ

ଶ
, chiÒu cao lµ h = 1 cã thÓ tÝch    

V1 =  .r2 . h = 𝜋
గమ

ସ
. 1 =

గయ

ସ
, 

  𝑉ଶ    lµ vËt thÓ trßn xoay cña h×nh giíi h¹n bëi 𝑥 =  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑦, 𝑦 = 1, 𝑥 =  0, quay xung quanh 

trôc Oy cã thÓ lµ          𝑉ଶ= ∫ 𝑥ଶ𝑑𝑦
ଵ

଴
= 𝜋 ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛ଶ 𝑦 𝑑 𝑦

ଵ

଴
. 

§Æt 𝑢 =  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛2𝑦, 𝑑𝑣 =  𝑑𝑦  𝑑𝑢 =  
ଶ ௔௥௖௦௜௡ ௬

ඥଵି௬మ
𝑑𝑦, 𝑣 =  𝑦, ta cã 

   𝑉ଶ = ൤𝑦 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑦 ฬ
1
0

− ∫
ଶ ௔௥௖௦௜௡

ඥଵି௬మ

ଵ

଴
𝑦𝑑𝑦൨=  ቂ

గ

ଶ
+ ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑦 𝑑൫ඥ1 − 𝑦ଶ൯

ଵ

଴
ቃ= 

         = 
గమ

ଶ
+ 𝜋 ൤൬ඥ1 − 𝑦ଶ. 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑦 ቚ

1
0

− ∫ ඥ1 − 𝑦ଶ.
ௗ௬

ඥଵି௬మ

ଵ

଴
൰൨= 

గమ

ଶ
+ 𝜋 ቂ0 − ∫ 𝑑𝑦

ଵ

଴
ቃ =

గమ

ଶ
− 𝜋. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

VËy thÓ tÝch vËt thÓ cÇn tÝnh lµ  V = V1 - V2 = 
గయ

ସ
−

గమ

ଶ
+ 𝜋 (®vtt). 

  y 
 

              y=f(x) 
 
 

   O       a      x                  b   x      
 
                   
                 S(x) 
H×nh 5.10 

     y 
            y=sin x 
 
 

 
    O                           /2    x 
 
 
 
H×nh 5.10 

                                y 
 

                                  1                            y=sinx 
 

 
 
     -/2                     O                            /2        x 
 
                                                H×nh 5.12 
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VÝ dô 7. (2024N1)TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ tròn xoay ®­îc t¹o ra khi quay  h×nh giíi h¹n bëi 
®­êng 𝑦 = (𝑥 − 1)(3 − 𝑥), 𝑦 = 0 quay quanh trôc 𝑂𝑦 một vòng. 

VÝ dô 8. (2019N1)TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ tròn xoay ®­îc t¹o ra khi quay  h×nh giíi h¹n bëi 
®­êng 𝑦 = 𝑥ଶ − 3𝑥, 𝑦 = 0 quay quanh trôc 𝑂𝑦 một vòng. 

VÝ dô 9. (2020N1)TÝnh thÓ tÝch cña vËt thÓ tròn xoay ®­îc t¹o ra khi quay  h×nh giíi h¹n bëi 
®­êng 𝑦 = 𝑥ଶ, 𝑦 = 1 quay quanh trôc 𝑦 = 2 một vòng. 

2.3.3. DiÖn tÝch mÆt trßn xoay 
Cho hµm 𝑦 =  𝑓(𝑥) liªn tôc, kh«ng ©m trªn ®o¹n [𝑎, 𝑏], chia [𝑎, 𝑏]thµnh n phÇn bëi c¸c ®iÓm 

chia 
                                      𝑎 =  𝑥଴ < 𝑥ଵ < 𝑥ଶ <  … …  < 𝑥௡ =  𝑏. 

C¸c ®­êng th¼ng 𝑥 =  𝑥௜  ( 𝑖 =  0, 1, 2, … 𝑛),  c¾t  ®­êng cong 𝑦 =  𝑓(𝑥) t¹i 𝑀௜  

     
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 Ký hiÖu 𝑆௜ lµ diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn côt xoay ®­îc t¹o bëi ®o¹n th¼ng 𝑀௜  𝑀௜ାଵ, 𝑖 =

 0, 1, 2, … , 𝑛 −  1 quay xung quanh trôc 𝑂𝑥. (DiÖn tÝch 𝑆௜ xÊp xØ diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trßn 
xoay t¹o bëi cung 𝑀௜𝑀௜ାଵ quay xung quanh trôc 𝑂𝑥). Ta cã 

                     Si =  [𝑓(𝑥௜) + 𝑓(𝑥௜ାଵ)]𝑀௜𝑀௜ାଵ
, 𝑖 =  0, 1, 2, … , 𝑛 −  1. 

Trong ®ã 𝑀௜  𝑀௜ାଵ = ඥ(𝑥௜ାଵ − 𝑥௜)
ଶ + [𝑓(𝑥௜ାଵ) − 𝑓(𝑥௜)]ଶ. 

Theo ®Þnh lý Lagrange, tån t¹i sè thùc 𝑐௜  (𝑥௜, 𝑥௜ାଵ) , sao cho  𝑓(𝑥௜ାଵ)  −  𝑓′(𝑥௜)  =

𝑓’(𝑐௜)(𝑥௜ାଵ  −  𝑥௜)  =  𝑓’(𝑐௜).𝑥௜ .   Do ®ã 𝑆௜ =  [𝑓(𝑥௜) + 𝑓(𝑥௜ାଵ)]. ඥ1 + 𝑓′(𝑐௜)
ଶ𝛥𝑥௜, 𝑖 =

 0, 1, 2, … , 𝑛 −  1, vµ  

               n = ∑ 𝑆௜ = ∑ 𝜋[𝑓(𝑥ଵ) + 𝑓(𝑥௜ାଵ)]௡ିଵ
௜ୀ଴

௡ିଵ
௜ୀ଴ .ඥ1 + 𝑓′(𝑐௜)

ଶ𝛥𝑥௜. 

§Æt      𝐼௡  =  2∑ 𝑓(𝜉௜). ට1 + 𝑓′ଶ(𝜉௜)
௡ିଵ
௜ୀ଴ 𝛥𝑥௜. 

ChuyÓn qua giíi h¹n khi n  , (max xi 0) ta cã 𝐼௡tiÕn  dÇn tíi S h÷u  h¹n (nÕu cã). Khi ®ã 
diÖn tÝch mÆt trßn xoay t¹o bëi cung 𝑦 = 𝑓(𝑥), (𝑎  𝑥  𝑏) quay xung quanh trôc 𝑂𝑥 lµ 

                                 S = 2 ∫ 𝑓(𝑥)ඥ1 + 𝑓 ′ଶ(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 .                                      (17) 

Tr­êng hîp ®­êng cong cho bëi ph­¬ng tr×nh tham sè  𝑥 =  𝑥(𝑡), 𝑦 =  𝑦(𝑡),   𝑦(𝑡)  0 ,  𝑡    
quay xung quanh trôc 𝑂𝑥 th× diÖn tÝch mÆt trßn xoay lµ: 

    𝑆 =  2 ∫ 𝑦(𝑡)ඥ𝑥 ′ଶ(𝑡) + 𝑦 ′ଶ(𝑡)𝑑𝑡
ఉ

ఈ
.                         (18)  

VÝ dô 10.  TÝnh diÖn tÝch cña mÆt trßn xoay ®­îc t¹o bëi cung 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤
గ

ଶ
, quay 

xung quanh trôc 𝑂𝑥 . 

Gi¶i:  Ta cã 𝑆 =  2 ∫ 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥ට1 + (𝑠𝑖𝑛 2 𝑥)′ଶ
ഏ

మ
଴

𝑑𝑥 = 2 ∫ 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥√1 + 4 𝑐𝑜𝑠ଶ 2 𝑥
ഏ

మ
଴

𝑑𝑥. 

§Æt 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =  
௧

ଶ
  𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑑𝑥 =  − 

ଵ

ସ
𝑑𝑡, 𝑥 =  0  𝑡 =  2, 𝑥 =  

గ

ଶ
  𝑡 =  −2. Khi ®ã  

            y                                        y=f(x) 
                               Mi              Mi+1  
 
 
 
 
              O    a               xi            xi+1     b             x 
 
                             H×nh 5.13 
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           S = 2∫ √1 + 𝑡ଶ ቀ−
ଵ

ସ
𝑑𝑡ቁ

ିଶ

ଶ
=

గ

ଶ
∫ √1 + 𝑡ଶଶ

ିଶ
𝑑𝑡 = 

గ

ଶ
ቂ

௧

ଶ
√1 + 𝑡ଶ +

ଵ

ଶ
𝑙𝑛( 𝑡 + √1 + 𝑡ଶቃ

ିଶ

ଶ

=  

              =
గ

ଶ
ቀ2√5 +

ଵ

ଶ
𝑙𝑛

√ହାଶ

√ହିଶ
ቁ =

గ

ଶ
ൣ2√5 + 𝑙𝑛൫√5 + 2൯൧ (®vdt). 

VÝ dô 11. (2019N1) Quay đường   √𝑥ଶయ
+ ඥ𝑦ଶయ

= 4, − 6  𝑥  6, quay xung quanh trôc 𝑂𝑥  TÝnh 
diÖn tÝch cña mÆt trßn xoay ®­îc t¹o ra. 

VÝ dô 12. (2019N1)TÝnh diÖn tÝch cña mÆt trßn xoay ®­îc t¹o bëi đường tròn  𝑥ଶ + (𝑦 − 2)ଶ = 1 
quay xung quanh trôc 𝑂𝑥. 

VÝ dụ 13 . TÝnh diÖn tÝch cña mÆt trßn xoay ®­îc t¹o bëi cung elip y =
2

1
√36 − 𝑥ଶ, − 6  𝑥  6, 

quay xung quanh trôc 𝑂𝑥. 
2.3.4. §é dµi ®­êng cong ph¼ng 
    + Cho cung AB lµ ®å thÞ cña hµm sè 𝑦 =  𝑓(𝑥), 𝑎  𝑥  𝑏. Khi ®ã ®é dµi cung AB  ®­îc tÝnh 

theo c«ng thøc                                           L = ∫ ඥ1 + 𝑓 ′ଶ(𝑥)
௕

௔
𝑑𝑡.                                            (19)  

   
       
 
     
    
 
 
 
Ph­¬ng ph¸p chøng minh c«ng thøc (19) gièng nh­ (17) . 

+Tr­êng hîp ®­êng cong cho d­íi d¹ng tham sè 
𝑥 =  𝑥(𝑡), 𝑦 =  𝑦(𝑡) ,  𝑡  . 

Ta cã   L = ∫ ඥ𝑥 ′ଶ(𝑡) + 𝑦 ′ଶ(𝑡)
ఉ

ఈ
𝑑𝑡.      (20) 

+Tr­êng hîp ®­êng cong cho trong hÖ to¹ ®é cùc  
𝑟 =  𝑟(),       . 

Ta cã    L = ∫ ඥ𝑟ଶ(𝜙) + 𝑟 ′ଶ(𝜙)
ఉ

ఈ
𝑑𝜙.    (21) 

VÝ dô 14. TÝnh ®é dµi cung cña ®­êng cong  𝑦 =  √2 − 𝑥ଶ,   |𝑥|  1. 
VÝ dô 15. TÝnh ®é dµi cña ®­êng astroit 𝑥 =  𝑎cosଷ𝑡, 𝑦 =  𝑎sinଷ𝑡, 𝑎 > 0. 

VÝ dô 16. TÝnh ®é dµi ®­êng cong cardiot r = a(1 + cos). 
Tham khảo 
1. (2021-2) Tính thể tích  của vật thể tròn xoay thu được khi quay hình phẳng giới hạn bởi các 

đường  𝑦 = 1 + 𝑥; 𝑦 =  √1 − 𝑥ଶ  quanh trục 𝑂𝑥 một vòng. 
2. (2019-2) Tính diện tích  của mặt tròn xoay tạo bởi đường tròn 𝑥ଶ + (𝑦 + 2)ଶ = 1 quay  

quanh trục 𝑂𝑥 

3. (2022-2) Tính diện tích  của mặt tròn xoay tạo nên khi quay  đường 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥; 
గ

ଶ
≤ 𝑥 ≤ 2𝜋  

quanh trục 𝑂𝑥. 
4. (2022-2) Sử dụng sơ đồ tổng tich phân để xây dựng công thức tính diện tích  hình thang 

cong giới hạn bởi  𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑦 = 0, 𝑥 = 1;  𝑥 = 5   biết hàm 𝑓(𝑥) liên tục. 
5. (2023-2) Tính thể tích của vật thể tròn xoay tạo nên khi quay hình giới hạn bởi đường cong  

𝑦 = sin 𝑥 ;  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 𝑣à 𝑦 = 0  quanh  đường thẳng 𝑦 = 1 . 
 
 

   y 
 

                      y=f(x)    B   
          A 
 
 
   O      a                     b       x 
                 H×nh 5.14 
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2.4. TÝch ph©n suy réng 
2.4.1. TÝch ph©n suy réng cã cËn v« h¹n 
§Þnh nghÜa 2.4.1. Gi¶ sö hµm sè 𝑓(𝑥) x¸c ®Þnh 𝑥  𝑎, kh¶ tÝch trªn ®o¹n [𝑎, 𝐴]  (𝐴 >  𝑎, 𝐴 bÊt 

kú). 

  Ta gäi 𝑙𝑖𝑚
஺→ାஶ

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
஺

௔
 lµ tÝch ph©n suy réng cã cËn v« h¹n cña hµm 𝑓(𝑥) vµ ký hiÖu lµ 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ାஶ

௔
. VËy 

                             ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ାஶ

௔
= 𝑙𝑖𝑚

஺→ାஶ
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

஺

௔
.                                            (22) 

NÕu vÕ ph¶i (22) tån t¹i h÷u h¹n lµ I  th× ta nãi tÝch ph©n suy réng (22) héi tô vµ cã gi¸ trÞ lµ I; 
trong tr­êng hîp ng­îc l¹i ta nãi tÝch ph©n (22) ph©n kú. 

T­¬ng tù ta còng cã 

                              ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

ିஶ
= 𝑙𝑖𝑚

஻→ି∞
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

஻
,                                            

                               ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ାஶ

ିஶ
= 𝑙𝑖𝑚

஻→ି∞
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑙𝑖𝑚

஺→ାஶ
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

஺

௖

௖

஻
. 

Nh­ vËy ®Ó tÝnh tÝch ph©n suy réng cã cËn v« h¹n ta tÝnh 

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
஺

௔

= 𝐹(𝑥) ቚ
𝐴
𝑎

= 𝐹(𝐴) − 𝐹(𝑎) 

vµ t×m giíi h¹n 𝑙𝑖𝑚
஺→ାஶ

[𝐹(𝐴) − 𝐹(𝑎)]. 

 Trong kü thuËt, nhiÒu tÝch ph©n suy réng chØ cÇn biÕt nã cã héi tô hay kh«ng, tõ ®ã t×m c¸ch 
®Ó tÝnh gi¸ trÞ gÇn ®óng cña nã. Ta cã tiªu chuÈn sau 

Tiªu chuÈn so s¸nh: Cïng víi tÝch ph©n (22) ta xÐt tÝch ph©n  ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
ାஶ

௔
,                   (23) 

trong ®ã 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥), ∀𝑥 ≥ 𝑎, 𝑔(𝑥) liªn tôc trªn [a,A]. 
NÕu tÝch ph©n (23) héi tô th× tÝch ph©n (22) héi tô; nÕu tÝch ph©n (22)  ph©n kú th× tÝch ph©n (23) 

ph©n kú. 
Chú ý:  

1) Tõ tiªu chuÈn so s¸nh, gi¶ sö 𝑓(𝑥)  0, khi 𝑥 → ∞, f(x) lµ VCB bËc  𝜆 > 0 so víi VCB 
ଵ

௫
, nghÜa 

lµ 𝑓(𝑥)  ଵ

௫ഊkhi 𝑥 → ∞. NÕu 𝜆 > 1th× tÝch ph©n (22) héi tô, cßn 𝜆 ≤ 1 th× tÝch ph©n (22) ph©n kú. 

2) Tr­êng hîp 𝑓(𝑥) lµ hµm sè cã dÊu bÊt kú khi 𝑥 ≥ 𝑎 vµ 𝑓(𝑥) lµ VCB khi 𝑥 → ∞, ta xÐt: 

+NÕu ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
ାஶ

௔
 héi tô th× ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ାஶ

௔
 héi tô vµ khi ®ã ta nãi tÝch ph©n ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ାஶ

௔
 héi tô 

tuyÖt ®èi vµ 

ห∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ାஶ

௔
ห ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

ାஶ

௔
. 

+NÕu ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
ାஶ

௔
 ph©n kú vµ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ାஶ

௔
 héi tô th×  ta nãi tÝch ph©n ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ାஶ

௔
 b¸n héi tô. 

VÝ dô 1. TÝnh c¸c tÝch ph©n suy réng sau: 

             a)    ∫
ௗ௫

௫ ௟௡య ௫

ାஶ

௘మ ;                             b)  ∫
ௗ௫

௫మାଶ௫ାହ

ାஶ

ିஶ
;                  c) ∫

ௗ௫

(௘ೣାଵ)మ

ାஶ

଴
  (2023N3) 

VÝ dô 2. XÐt sù héi tô cña c¸c tÝch ph©n suy réng sau: 

          a)    ∫
ௗ௫

ଵାଶ௫మାଷ௫ర

ାஶ

଴
;                       b)  ∫

ௗ௫

௫ା௦௜௡మ ௫

ାஶ

ଵ
. 

VÝ dô 3. XÐt sù héi tô cña c¸c tÝch ph©n suy réng sau: 

          a)    ∫
ଵିସ ௦௜௡ ଶ௫

௫యା √௫
య

ାஶ

ଵ
𝑑𝑥;                   b)  ∫

௦௜௡ ௫

௫

ାஶ

଴
𝑑𝑥. 

VÝ dô 4. XÐt sù héi tô cña c¸c tÝch ph©n suy réng sau: 

          a)   (2023N1)  ∫ (√𝑥ଷ + 1
ାஶ

ଵ
− 𝑥√𝑥)𝑑𝑥;       

          b)   (2023N1)  ∫ (ln (1 + 𝑥ସ) − 4 ln 𝑥)
ାஶ

ଵ
𝑑𝑥;       
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2.4.2. TÝch ph©n suy réng cña hµm kh«ng giíi néi 
§Þnh nghÜa 2.4.2. Gi¶ sö hµm 𝑓(𝑥) kh«ng giíi néi t¹i 𝑥 =  𝑏, kh¶ tÝch trªn mäi ®o¹n [𝑎, 𝑏 − 𝜀] 

víi 0 < 𝜀 < 𝑏 − 𝑎. 

Ta gäi 𝑙𝑖𝑚
ఌ→଴ା଴

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕ିఌ

௔
 lµ tÝch ph©n suy réng cña hµm 𝑓(𝑥) kh«ng giíi néi t¹i cËn trªn vµ ta 

cã 

                                     ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
= 𝑙𝑖𝑚

ఌ→଴ା଴
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕ିఌ

௔
.                                   (24) 

NÕu vÕ ph¶i (24) tån t¹i h÷u h¹n lµ I  th× ta nãi tÝch ph©n suy réng (24) héi tô vµ cã gi¸ trÞ lµ I; 
trong tr­êng hîp ng­îc l¹i ta nãi tÝch ph©n (24) ph©n kú. 

T­¬ng tù, nÕu 𝑓(𝑥)  kh«ng giíi néi t¹i 𝑥 = 𝑎 ta cã   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
= 𝑙𝑖𝑚

ఌ→଴ା଴
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔ାఌ
. 

NÕu 𝑓(𝑥) kh«ng giíi néi t¹i 𝑥 = 𝑐(𝑎, 𝑏) th×  

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

= 𝑙𝑖𝑚
ఌ→଴ା଴

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௖ିఌ

௔

+ 𝑙𝑖𝑚
ఌ→଴ା଴

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௖ାఌ

 

Tiªu chuÈn so s¸nh: Cïng víi tÝch ph©n (24) ta xÐt tÝch ph©n  ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
,              (25) 

trong ®ã 𝑔(𝑥) kh«ng giíi néi t¹i x = a, ®ång thêi 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥), ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏), 𝑔(𝑥) kh¶ tÝch trªn 
®o¹n [𝑎, 𝑏 − 𝜀]. 

      +NÕu tÝch ph©n (25) héi tô th× tÝch ph©n (24) héi tô vµ    ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
. 

      +NÕu tÝch ph©n (24)  ph©n kú th× tÝch ph©n (25) ph©n kú. 
      +Tõ dÊu hiÖu so s¸nh trªn ta thÊy: khi 𝜀 → 0 + 0 th× 𝑥 → 𝑏 − 0 vµ 𝑓(𝑏) = ∞ lµ VCL. Do ®ã, 

víi 𝑓(𝑥) ≥ 0 vµ  𝑓(𝑥)  ଵ

(௕ି௫)ഊ, khi 𝑥 → 𝑏 − 0 th× ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
  héi tô khi 𝜆 < 1 vµ ph©n kú khi 𝜆 ≥ 1. 

Tr­êng hîp  hµm sè 𝑓(𝑥) cã dÊu bÊt kú ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏 − 𝜀], ta xÐt: 

  +NÕu ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
௕

௔
 héi tô th× ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
 héi tô vµ khi ®ã ta nãi tÝch ph©n ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
 héi tô tuyÖt 

®ối.  

  +NÕu ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
௕

௔
 ph©n kú vµ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
 héi tô th×  ta nãi tÝch ph©n ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
 b¸n héi tô. 

VÝ dô 5. XuÊt ph¸t tõ ®Þnh nghÜa tÝnh c¸c tÝch ph©n sau ( hoÆc chøng minh chóng ph©n kú) 

          a)  ∫
ௗ௫

௫ √௟௡ ௫
య

௘

ଵ
;                                   b)  ∫

ௗ௫

௖௢௦ ௫

ഏ

మ
଴

. 

VÝ dô 6. XÐt sù héi tô cña tÝch ph©n sau 

a) ∫
௖௢௦ ௫

√௫
ర

ି௦௜௡ ௫

ଵ

଴
𝑑𝑥.        b) (2023N1)  ∫

√ଵାଷ௫
య

ିଵ

௫√௫

ଵ

଴
𝑑𝑥.          c) (2022N1) ∫ √௫ ௦௜௡ (గ ௫)

ඥ(ଵି௫)రయ

ଵ

଴
𝑑𝑥. 

VÝ dô 7. XÐt sù héi tô cña tÝch ph©n sau: 

a) (2024N6)   ∫
௦௜௡ ଶ௫

௫ √௫
ర

ஶ

଴
𝑑𝑥. 

b) (2024N1)   ∫
ଵ

√௘ೣାୱ୧୬ ௫ିଵ
య

ାஶ

଴
𝑑𝑥. 

c) (2022N1)   ∫
ଵିୡ୭ୱ

௫ఱ/మ√ଵା௫మ

ାஶ

଴
𝑑𝑥. 

d) (2020N1)   ∫
௔௥௖௧௔௡ ௫

√ଷ௫యାସ௫ర

ஶ

଴
𝑑𝑥. 

Ví dụ 8. XÐt sù héi tô và tính (trong trường hợp hội tụ) tích phân suy rộng sau: 

a) (2024N2)   ∫
ଶ୪୬ ௫ା

(௫ାଵ)య

ାஶ

ଵ
𝑑𝑥. 

b) (2022N3)   ∫
ଶୟ୰ୡ୲ୟ୬ ௫

௫మ

ାஶ

ଵ
𝑑𝑥. 

c) (2022N1) Tìm số thực 𝑚 > 0 để tích phân suy rộng sau hội tụ    ∫
ௗ௫

௫೘ା௫మ೘

ାஶ

଴
. 
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Ch­¬ng 3 
HÀM SỐ NHIỀU BIẾN SỐ 

3.1. Kh¸i niÖm c¬ b¶n 
3.1.1. §Þnh nghÜa hµm sè hai biÕn sè   
Mçi ®iÓm 𝑀  thuéc 𝑹𝟐 ®­îc ký hiÖu (𝑥, 𝑦) lµ cÆp sè thùc cã thø tù  ( hoÆc  𝑀(𝑥, 𝑦)). Kho¶ng 

c¸ch gi÷a hai ®iÓm 𝑀(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) vµ 𝑁(𝑥ଶ, 𝑦ଶ) ®­îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

𝑑(𝑀, 𝑁) = ඥ(𝑥ଵ − 𝑥ଶ)ଶ + (𝑦ଵ − 𝑦ଶ)ଶ. 

§Þnh nghÜa 3.1.1. XÐt tËp hîp kh¸c rçng  𝑫𝑹𝟐. Ta gäi ¸nh x¹  𝑓: 𝑫  𝑹  lµ hµm sè hai biÕn 
sè x¸c ®Þnh trªn 𝑫; 𝑫 ®­îc gäi lµ miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè 𝑓  

VËy hµm sè  hai biÕn 𝑓 x¸c ®Þnh trªn 𝑫 lµ mét phÐp t­¬ng øng, víi mçi cÆp sè thùc cã thø tù (𝑥, 𝑦) 
 𝑫 cho  mét vµ chØ mét sè thùc mµ ta ký hiÖu𝑓(𝑥, 𝑦), ta còng gäi 𝑓(𝑥, 𝑦) lµ gi¸ trÞ cña 𝑓  t¹i (𝑥, 𝑦). 

TËp hîp {𝑧𝑹 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)𝑫} gäi lµ miÒn gi¸ trÞ (MGT) cña hµm sè f.   

VÝ dô 1.  T×m miÒn x¸c ®Þnh vµ miÒn gi¸ trÞ cña hµm sè   𝑧 = ඥ1 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ. 

VÝ dô 2.   T×m miÒn x¸c ®Þnh cña hµm sè   𝑧 =
ඥ௫మା௬మିଵ

ඥସି௫మି௬మ
. 

3.1.2.  Hµm ®iÓm, biÓu diÔn h×nh häc cña hµm sè hai biÕn sè 
Gi¶ sö cho hµm sè hai biÕn sè        𝑓: (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑓(𝑥, 𝑦). 
Mçi cÆp (𝑥, 𝑦) ®­îc biÓu diÔn bëi mét ®iÓm  𝑀(𝑥, 𝑦) trong mÆt ph¼ng 𝑂𝑥𝑦,  nªn cã thÓ xem 

hµm sè hai biÕn sè 𝑓(𝑥, 𝑦) lµ hµm cña ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦) ®­îc  x¸c ®Þnh      𝑓: 𝑀 ↦ 𝑓(𝑀). 
VÒ mÆt h×nh häc, vÏ hÖ trôc täa ®é ®Ò c¸c 𝑂𝑥𝑦𝑧,  víi mçi ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦) trong mÆt ph¼ng 𝑂𝑥𝑦  

cho øng víi mét ®iÓm P (H×nh 3.1) trong kh«ng gian cã täa ®é lµ (𝑥, 𝑦, 𝑧), trong ®ã 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑓(𝑀). TËp hîp c¸c ®iÓm P khi M  thay ®æi trong miÒn 𝑫 cña mÆt ph¼ng  𝑂𝑥𝑦 gäi lµ ®å thÞ (biÓu 
diÔn h×nh häc) cña hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) x¸c ®Þnh trªn miÒn 𝑫. §å thÞ cña nã , nãi chung lµ mét mÆt 
cong nµo ®ã trong kh«ng gian 3 chiÒu. 

  
 
 
 
 
 
 
 

VÝ dô 3:  Hµm sè   𝑧 = ඥ𝑅ଶ − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ biÓu diÔn nöa trªn mÆt cÇu t©m O, b¸n kÝnh R (H×nh 3.2).    
Hµm sè   𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ biÓu diÔn mÆt paraboloit (H×nh 3.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                       z       
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3.1.3. TËp hîp më, tËp hîp ®ãng  
XÐt tËp hîp c¸c ®iÓm cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng. TËp hîp 𝑫 trong  mÆt ph¼ng nµo ®ã 

®­îc gäi lµ giíi néi (hay bÞ chÆn) nÕu tån t¹i mét mÆt trßn chøa 𝑫.  
Ta gäi  𝛿 - l©n cËn  cña ®iÓm 𝑀଴trong mÆt ph¼ng lµ tËp hîp tÊt c¶ nh÷ng ®iÓm M sao cho 

kho¶ng c¸ch 𝑑(𝑀, 𝑀଴) < 𝛿, nãi kh¸c ®i  𝛿 - l©n cËn  cña ®iÓm 𝑀଴ lµ phÇn trong cña mÆt trßn t©m 
𝑀଴, b¸n kÝnh 𝛿  (H×nh 3.4).    

§iÓm M  cña tËp hîp D lµ ®iÓm trong cña tËp hîp Êy, nÕu tån t¹i mét l©n cËn nµo ®ã cña M 
n»m hoµn toµn trong 𝑫. 

TËp hîp D gäi lµ tËp më  (hë) nÕu mäi ®iÓm cña nã ®Òu lµ ®iÓm trong. 
§iÓm N ®­îc gäi lµ ®iÓm biªn cña tËp hîp 𝑫 nÕu mäi l©n cËn cña N ®Òu võa chøa nh÷ng 

®iÓm thuéc 𝑫, võa chøa nh÷ng ®iÓm  kh«ng thuéc 𝑫 (H×nh 3.5). 
 
 
 
 
 
 
 
TËp hîp D gäi lµ tËp ®ãng (kÝn) nÕu nã gåm tÊt c¶ c¸c ®iÓm trong vµ c¸c ®iÓm biªn cña nã. 
VÝ dô 4:  

 a) Cho hµm sè 𝑧 = ට1 −
௫మ

௔మ −
௬మ

௕మ , 𝑎 > 0, 𝑏 > 0. 

 b)  Cho hµm sè 𝑧 = 𝑙𝑛( 𝑥 + 𝑦). 
VÝ dô 5. Chøng minh tËp hîp 

a)  𝐸 = {(𝑥ଵ, 𝑥ଶ): 0 < 𝑥ଵ < 1,0 < 𝑥ଶ < 1} lµ më trong R2. 
b) 𝐸 = {(𝑥ଵ, 𝑥ଶ): 0 ≤ 𝑥ଵ ≤ 1,0 ≤ 𝑥ଶ ≤ 1} lµ ®ãng trong R2. 
c) 𝐸 = {(𝑥ଵ, 𝑥ଶ): 0 ≤ 𝑥ଵ < 1,0 ≤ 𝑥ଶ < 1} kh«ng lµ tËp më, còng kh«ng lµ tËp ®ãng trong 

R2. 
3.1.4. Hµm sè n biÕn sè  (𝒏 ≥ 𝟑) 
§Þnh nghÜa 3.1.2.    XÐt tËp hîp 𝛺 ∈ 𝑅௡. ¸nh x¹  𝑓: 𝛺  𝑹  ®­îc gäi lµ  hµm sè n biÕn sè x¸c 

®Þnh trªn tËp hîp 𝛺. 
VËy hµm sè  n biÕn sè lµ phÐp t­¬ng øng, víi mçi bé n sè thùc cã thø tù (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௡) ∈ 𝛺 cho 

ta  mét vµ chØ mét sè thùc 𝑧 x¸c ®Þnh vµ  ký hiÖu 𝑧 = 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௡) hay  
𝑓: (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௡) ↦ 𝑧 = 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௡). 

  Bé  n sè thùc (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௡) t­¬ng øng víi mét ®iÓm 𝑀 ∈ 𝛺, nghÜa lµ 𝑀(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௡) ∈ 𝛺, 
𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௡ gäi lµ täa ®é cña ®iÓm M. 

   C¸c kh¸i niÖm kho¶ng c¸ch, l©n cËn, MX§, tËp ®ãng, më,… còng ®­îc më réng nh­ hµm 
sè hai biÕn sè. 

VÝ dô 6:  

    a) Cho hµm sè 𝑧 = ඥ4 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 𝑧ଶ. MX§   𝛺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ≤ 4} lµ tËp hîp 
®ãng. 

   b) Cho hµm sè 𝑧 =
ଵ

ටଵି൬
ೣమ

ೌమା
೤మ

್మା
೥మ

೎మ൰

.            MX§   𝛺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ቚ
௫మ

௔మ +
௬మ

௕మ +
௭మ

௖మ < 1} lµ tËp hîp më. 

ĐÓ ®¬n gi¶n ta chØ nghiªn cøu c¸c ®Æc tr­ng cña hµm sè hai biÕn sè, cßn hµm sè cã sè biÕn 
sè ≥ 3, nÕu cÇn ta sÏ ®Ò cËp riªng. 
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VÝ dô 7. T×m miÒn x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè  

                                a)  𝑧 = 𝑙𝑛( 𝑥ଶ + 𝑦);                 b) 𝑧 =
ଵ

ඥ௫మା௬మିସ
. 

VÝ dô 8. Cho hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) =
௫మା௬మ

ଶ(௫ା௬)
, tÝnh 𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦). 

VÝ dô 9. T×m hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦), biÕt r»ng   𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦) = 𝑥𝑦. 
3.2. Giíi h¹n vµ liªn tôc 
3.2.1. Giíi h¹n cña hµm sè hai biÕn sè 

    §Þnh nghÜa 3.2.1. Ta nãi dãy ®iÓm {𝑀௡(𝑥௡, 𝑦௡)} dÇn tíi  ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴), nÕu 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑥௡ =

𝑥଴, 𝑙𝑖𝑚
௡→∞

𝑦௡ = 𝑦଴. 

Ký hiÖu  𝜌௡ = ඥ(𝑥௡ − 𝑥଴)ଶ + (𝑦௡ − 𝑦଴)ଶ lµ kho¶ng c¸ch gi÷a ®iÓm 𝑀௡(𝑥௡, 𝑦௡) vµ ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴)     
Nh­ vËy d·y ®iÓm {𝑀௡} dÇn tíi  ®iÓm 𝑀଴ khi vµ chØ khi 𝑙𝑖𝑚

௡→ஶ
𝜌௡ = 0. 

§Þnh nghÜa 3.2.2. Gi¶ sö hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) x¸c ®Þnh trong mét l©n cËn V nµo ®ã cña ®iÓm 
𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) (kh«ng cÇn x¸c ®Þnh t¹i 𝑀଴). Ta nãi r»ng sè l lµ giíi h¹n cña cña hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) khi 
®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦) dÇn tíi ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) nÕu víi mäi dãy ®iÓm {𝑀௡(𝑥௡, 𝑦௡)} (kh¸c 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴)) thuéc 
lËn cËn V dÇn  tíi ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) ta ®Òu cã  𝑙𝑖𝑚

௡→∞
𝑓(𝑥௡, 𝑦௡) = 𝑙𝑖𝑚

௡→∞
𝑓(𝑀௡) = 𝑙. 

Khi ®ã ta viÕt  𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

௬→௬బ

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙  hoÆc  𝑙𝑖𝑚
(௫.௬)→(௫బ,௬బ)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙. 

Hoµn toµn t­¬ng tù hµm sè mét biÕn sè ta còng ®Þnh nghÜa c¸c giíi h¹n sau: 
𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ

௬→௬బ

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∞;  𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ
௬→ஶ

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙;   𝑙𝑖𝑚
௫→∞
௬→∞

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∞;…  

Còng nh­ khi xÐt giíi h¹n cña hµm sè mét biÕn sè, ®Ó chøng tá sè l lµ giíi h¹n cña hµm sè 
𝑓(𝑥, 𝑦) khi 𝑥 → 𝑥଴, 𝑦 → 𝑦଴ , theo ®Þnh nghÜa 3.2.2, ta ph¶i chøng tá mäi d·y ®iÓm {𝑀௡} dÇn tíi M0 
th× d·y {𝑓(𝑀௡)} t­¬ng øng ®Òu cã cgiíi h¹n lµ l. V× vËy cã thÓ  thay bëi ®Þnh nghÜa kh¸c t­¬ng 
®­¬ng sau 

§Þnh nghÜa 3.2.3. Ta nãi hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑀) cã giíi h¹n lµ l khi ®iÓm  𝑀(𝑥, 𝑦) dÇn tíi 
®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴), nÕu  

∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0: ∀𝑀(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ≠ (𝑥଴, 𝑦଴), 

𝑑(𝑀, 𝑀଴) = ඥ(𝑥 − 𝑥଴)ଶ + (𝑦 − 𝑦଴)ଶ < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑙| < 𝜀. 
C¸c phÐp to¸n vÒ giíi h¹n cña tæng, tÝch, th­¬ng ®èi víi hµm sè mét biÕn sè vÉn ®óng 

cho hµm sè nhiÒu biÕn sè. 
VÝ dô 1. Tìm các giới hạn: 

a) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

௫௬

௫మା௬మ;                                          b)   𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

௫௬

ඥ௫మା௬మ
. 

Chó ý:  
+   §èi víi giíi h¹n I ta còng cã thÓ chøng tá kh«ng tån t¹i, b»ng c¸ch cho (𝑥, 𝑦) → (0; 0) theo 

c¸c ph­¬ng kh¸c nhau cña ®­êng th¼ng 𝑦 = 𝑘𝑥, k 0 bÊt kú. 
+  Nãi chung c¸c giíi h¹n lÆp (giíi h¹n theo tõng biÕn riªng biÖt) nÕu cã th×  kh¸c nhau vµ 

𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

൬ 𝑙𝑖𝑚
௬→௬బ

𝑓(𝑥, 𝑦)൰ ≠ 𝑙𝑖𝑚
௬→௬బ

൬ 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

𝑓(𝑥, 𝑦)൰ 𝑙𝑖𝑚
௫→௫బ

௬→௬బ

𝑓(𝑥, 𝑦). 

VÝ dô  2.  (2019N1) Tìm giới  hạn       

                 a) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

௫య௬

ଶ௫లାଷ௬మ ,               b) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

௫మ௬ఱ

௫లା௬ల 
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VÝ dô 3.  Tìm  các giới  hạn   

a) 𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

௫మ ୱ୧୬ ௬ି௬మ ୱ୧୬ ௫

௫మା௬మ       (2024N1);      b)  𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

௫௬మ

௫మା௬మ. 

c)  𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

ଵା௫మା௬మ

௫మ (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥);                    d)  𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→ଵ

(1 + 𝑥𝑦)
భ

ೣమశೣ೤. 

VÝ dô  4. Tìm các  giới hạn sau 

a) (2021N1) 𝐼 = 𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

(1 + 2𝑦ସ)
భ

ೣమశ೤మ;                      b)     I=𝑙𝑖𝑚
௫→଴
௬→଴

௫మି௬మ

௫మା௬మ. 

VÝ dô 5. Chøng tá r»ng hµm sè  𝑓(𝑥, 𝑦) =
ଵ

௫
𝑠𝑖𝑛 𝑦 +

ଵ

௬
𝑐𝑜𝑠 𝑥  tån t¹i giíi h¹n nh­ng kh«ng tån t¹i 

giíi h¹n lÆp khi 𝑥 → ∞, 𝑦 → ∞. 

VÝ dô 6. Chøng tá r»ng hµm sè𝑓(𝑥, 𝑦) =
௫మି௬మ

௫మା௬మ    tån t¹i giíi h¹n lÆp nh­ng kh«ng tån t¹i giíi 

h¹n kÐp khi 𝑥 → 0, 𝑦 → 0. 
3.2.2. TÝnh liªn tôc vµ gi¸n ®o¹n cña hµm sè 
§Þnh nghÜa 3.2.4. Gi¶ sö hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑀) x¸c ®Þnh trong miÒn  𝐷 ⊆ 𝑹𝟐, 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) ∈

𝐷. Hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑀) gäi lµ liªn tôc t¹i 𝑀଴, nÕu nã x¸c ®Þnh t¹i 𝑀଴ vµ   tån t¹i giíi h¹n 
𝑙𝑖𝑚

௫→௫బ
௬→௬బ

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴), hay 𝑙𝑖𝑚
ெ→ெబ

𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑀଴). 

Hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ®­îc gäi lµ liªn tôc trong miÒn D nÕu nã liªn tôc t¹i mäi ®iÓm thuéc D. 
VÝ dô 7. Hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥ଶ𝑦 + 𝑥𝑦 − 5𝑥 liªn tôc t¹i mäi ®iÓm (𝑥, 𝑦). 

              Hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) =
௫௬

௫మା௬మ
 liªn tôc ∀(𝑥, 𝑦) ≠ (0; 0). 

Hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ®­îc gäi lµ gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) nÕu nã kh«ng liªn tôc t¹i ®iÓm 
®ã. Nh­ vËy hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) gi¸n ®o¹n t¹i  ®iÓm 𝑀଴ nÕu s¶y ra mét trong c¸c tr­êng hîp sau: 

       1) 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) kh«ng x¸c ®Þnh t¹i 𝑀଴. 
       2) 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  x¸c ®Þnh t¹i 𝑀଴ nh­ng kh«ng tån t¹i giíi h¹n cña 𝑓(𝑀) khi 𝑀 → 𝑀଴. 
       3)  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  x¸c ®Þnh t¹i 𝑀଴, tån t¹i giíi h¹n 𝑙𝑖𝑚

ெ→ெబ

𝑓(𝑀) nh­ng 𝑙𝑖𝑚
ெ→ெబ

𝑓(𝑀) ≠ 𝑓(𝑀଴). 

VÝ dô 8. XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè  𝑓(𝑥, 𝑦) = ൝

|௫௬|∝

௫మା௬మ
khi(𝑥, 𝑦) ≠ (0; 0),

0 khi(𝑥, 𝑦) = (0; 0).
  

trong ®ã 𝛼 lµ mét h»ng sè d­¬ng. 

VÝ dô  9. (2024N6) XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè  𝑓(𝑥, 𝑦) = ൝
ସ௫మ௬

ଶ௫మା௬మ khi  𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≠ 0,

0 khi  (𝑥, 𝑦) = (0; 0).
   

VÝ dô 10. Cho hµm sè    𝑓(𝑥, 𝑦) = ൝
௫యା௬య

௫మା௬మ khi(𝑥, 𝑦) ≠ (0; 0),

𝑎 khi(𝑥, 𝑦) = (0; 0).
  

Víi gi¸ trÞ nµo cña a th× 𝑓(𝑥, 𝑦) liªn tôc t¹i (0; 0). 
3.3. §¹o hµm vµ vi ph©n 
3.3.1. §¹o hµm riªng cÊp mét 
Cho hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) x¸c ®Þnh trªn miÒn D, ®iÓm 𝑀(𝑥଴, 𝑦଴) ∈ 𝐷. Ta  ®Þnh nghÜa ®¹o hµm cña  

hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) theo biÕn 𝑥 t¹i ®iÓm(𝑥଴, 𝑦଴) nh­ ®¹o hµm th­êng cña hµm sè mét biÕn sè 𝑓(𝑥, 𝑦଴) 
t¹i ®iÓm 𝑥 = 𝑥଴. 

§Þnh nghÜa 3.3.1. §¹o hµm riªng cÊp mét cña hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) theo biÕn 𝑥 t¹i ®iÓm (𝑥଴, 𝑦଴) 
lµ giíi h¹n h÷u h¹n (nÕu cã): 

𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௙(௫బା௱௫,௬బ)ି௙(௫బ,௬బ)

௱௫
. 
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Ký hiÖu 
డ௙(௫బ,௬బ)

డ௫
 hoÆc 𝑧௫

′ (𝑥଴, 𝑦଴) =
డ௭

డ௫
(𝑥଴, 𝑦଴) = 𝑓௫

′(𝑥଴, 𝑦଴). 

T­¬ng tù ta cã ®¹o hµm riªng cÊp mét cña hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) theo biÕn y t¹i ®iÓm (𝑥଴, 𝑦଴) lµ 

𝑙𝑖𝑚
௱௬→଴

௙(௫బ,௬బା௱௬)ି௙(௫బ,௬బ)

௱௬
. 

   Ký hiÖu 
డ௙(௫బ,௬బ)

డ௬
 hoÆc 𝑓௬

′ (𝑥଴, 𝑦଴). 

Chó ý: Khi tÝnh ®¹o hµm riªng cña hµm 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) theo biÕn x, ta coi z lµ hµm sè mét biÕn sè 
𝑥, cßn  𝑦 lµ h»ng sè. V× vËy quy t¾c tÝnh ®¹o hµm riªng hoµn toµn gièng nh­ quy t¾c tÝnh ®¹o hµm 
cña hµm sè mét biÕn sè. 

VÝ dô 1.  

a) Cho 𝑧 = 3𝑥ଶ𝑦ଷ + 𝑥 + 𝑦 . TÝnh 
డ௭

డ௫
,

డ௭

డ௬
 t¹i ®iÓm (1;2). 

b) Cho 𝑧 = 𝑥௬ , 𝑥 > 0. TÝnh 
డ௭

డ௫
,

డ௭

డ௬
 . 

c) Cho 𝑧 = 𝑥𝑦 + arctg
௫

௬
 . TÝnh 

డ௭

డ௬
 . 

d) Cho 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 − 1)arcsinට
௫

௬
 . TÝnh 

డ௭

డ௫
(𝑥; 1) . 

§èi víi hµm sè nhiÒu h¬n hai biÕn sè ta cã ®Þnh nghÜa ®¹o hµm riªng t­¬ng tù nh­ trªn. 
Chó ý: Khi tÝnh ®¹o hµm riªng cña hµm 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) theo biÕn 𝑥, ta coi 𝑢 lµ hµm sè mét biÕn 

sè 𝑥, cßn  𝑦, 𝑧  lµ h»ng sè; theo biÕn 𝑦, ta coi 𝑥, 𝑧 lµ h»ng sè; theo biÕn 𝑧, ta coi  𝑥, 𝑦 lµ h»ng sè. 
VÝ dô 2. Cho 𝑢 = 𝑥𝑦ଶ + 𝑦𝑧ଶ − 𝑥ଷ𝑧ଶ.TÝnh c¸c ®¹o hµm riªng cÊp mét cña hµm sè 𝑢. 

VÝ dô 3. (20192) Cho hàm số  𝑓(𝑥, 𝑦) = ൝

௫௬ି௫మ

௫మା௬మ
,   (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0           , (𝑥, 𝑦) = (0,0)
 

1) Khảo sát hàm số  𝑓(𝑥, 𝑦). 

2) Tính 𝑓′௬(𝑥, 𝑦). 

VÝ dô 4. Cho hµm sè 𝑧 = 𝑥𝑦 +
௫

௬
. TÝnh 

డ௭

డ௫
,

డ௭

డ௬
 vµ 𝑑𝑧 . 

VÝ dô 5. 

a) Cho hµm sè 𝑧 = 𝑙𝑛( 𝑥 + ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ). TÝnh 
డ௭

డ௫
,

డ௭

డ௬
 vµ 𝑑𝑧(0; 1) . 

b) Cho hµm  sè 𝑧 = arctg
௬

௫
. TÝnh biÓu thøc 𝐴 = 𝑥

డ௭

డ௫
+ 𝑦

డ௭

డ௬
 . 

VÝ dô 6. Cho hµm sè 𝑢 = 𝑧
ೣ

೤. TÝnh 
డ௨

డ௫
,

డ௨

డ௬
,

డ௨

డ௭
 vµ du . 

VÝ dô  7. Cho hµm sè𝑧 = 𝑦𝑓(𝑥ଶ − 𝑦ଶ) trong ®ã 𝑓(𝑢) lµ  hµm kh¶ vi theo u. Chøng minh 

𝑦ଶ డ௭

డ௫
+ 𝑥𝑦

డ௭

డ௬
= 𝑥𝑧 .  

VÝ dô 8. Cho hµm sè 𝑢 =
௫ర

ଵଶ
−

௫య(௭ା௬)

଺
+

௫మ௬௭

ଶ
+ 𝑓(𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥), 𝑓(𝜈, 𝜔) lµ  hµm kh¶ vi theo c¸c 

®èi sè cña nã. TÝnh 𝐴 =
డ௨

డ௫
+

డ௨

డ௬
+

డ௨

డ௭
− 𝑥𝑦𝑧 . 

VÝ dô 9. Cho hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥arctg ቀ
௫

௬
ቁ

ଶ

. TÝnh 
డ௙

డ௫
(0,1) . 

Chó ý: Tuy nhiªn nÕu hµm 
డ௙

డ௫
(𝑥, 𝑦) kh«ng liªn tôc t¹i (0; 1) th× ta kh«ng thÓ thay trùc tiÕp, mµ 

ph¶i dïng ®Þnh nghÜa. 

VÝ dô 10. Cho hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) = ඥ𝑥ଷ + 𝑦ଷయ . TÝnh 
డ௙

డ௫
(0; 0),

డ௙

డ௬
(0; 0). 
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VÝ dô 11. Cho hµm sè  𝑓(𝑥, 𝑦) = ቊ

ଶ௫

௫మା௬మ khi(𝑥, 𝑦) ≠ (0; 0)

0 khi(𝑥, 𝑦) = (0; 0).
  

1) TÝnh  𝑓௫
′(𝑥, 𝑦). 

2) Hái cã tån t¹i 𝑓௫௬
′ (0; 0) h÷u h¹n hay kh«ng? 

VÝ dô  12. (2022N3)Cho hµm sè𝑓(𝑥, 𝑦) = ൝
ଶ௫௬(௫మି௬మ)

௫మା௬మ khi 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≠ (0; 0)

0 khi(𝑥, 𝑦) = (0; 0).
  

1) TÝnh  𝑓௫
′(𝑥, 𝑦). 

2) TÝnh  𝑓௫௬
′ (0; 0) . 

3.3.2. Vi ph©n toµn phÇn 
Cho hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) x¸c ®Þnh trªn miÒn D vµ 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) ∈ 𝐷. Cho 𝑥଴, 𝑦଴ c¸c sè gia 𝛥𝑥, 𝛥𝑦 

t­¬ng øng sao cho 𝑀(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) ∈ 𝐷. BiÓu thøc 
                 𝛥𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) = 𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴)                        (1) 

®­îc gäi lµ sè gia toµn phÇn cña hµm sè f  t¹i ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴). 
§Þnh nghÜa 3.3.2.  Hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) ®­îc gäi lµ kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) nÕu sè gia toµn phÇn 

𝛥𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) biÓu diÔn ®­îc d­íi d¹ng 
                         𝛥𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) = 𝐴𝛥𝑥 + 𝐵𝛥𝑦 + 𝛼𝛥𝑥 + 𝛽𝛥𝑦                          (2)                         

trong ®ã A,B lµ nh÷ng sè phô thuéc vµo 𝑥଴, 𝑦଴, cßn 𝛼 → 0, 𝛽 → 0 khi 𝑀 → 𝑀଴ (tøc 𝛥𝑥 → 0, 𝛥𝑦 → 0). 
Khi ®ã biÓu thøc 𝐴𝛥𝑥 + 𝐵𝛥𝑦 ®­îc gäi lµ vi ph©n toµn phÇn cña hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) t¹i ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴). 

Ký hiÖu                         𝑑𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) =𝐴𝛥𝑥 + 𝐵𝛥𝑦.                                                         (3) 
Hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) ®­îc gäi lµ kh¶ vi trªn miÒn D nÕu nã kh¶ vi t¹i mäi ®iÓm cña miÒn ®ã. 
Chó ý 1: NÕu hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) th× nã liªn tôc t¹i ®iÓm ®ã. 
ThËt vËy, cho 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴), tõ (1), (2) ta cã 𝛥𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) → 0 khi 𝛥𝑥 → 0, 𝛥𝑦 → 0, 

vËy 𝑓(𝑥, 𝑦) liªn tôc t¹i 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴). 
Chó ý 2: §èi víi hµm sè mét biÕn sè, nÕu 𝑓(𝑥) cã ®¹o hµm 𝑓′(𝑥଴) th× hµm sè kh¶ vi t¹i ®iÓm 

®ã. Tuy nhiªn ®èi víi hµm nhiÒu biÕn sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), sù tån t¹i ®¹o hµm riªng t¹i ®iÓm(𝑥଴, 𝑦଴) 
ch­a ®ñ ®Ó kÕt luËn hµm sè kh¶ vi t¹i ®iÓm ®ã. 

VÝ dô 13. Cho hµm sè   𝑓(𝑥, 𝑦) = ቊ

௫௬

௫మା௬మ khi  (𝑥, 𝑦) ≠ (0; 0)

0 khi  (𝑥, 𝑦) = (0; 0).
  

TÝnh 
డ௙(଴;଴)

డ௫
,

డ௙(଴;଴)

డ௬
. Hµm sè cã kh¶ vi t¹i ®iÓm (0;0) hay kh«ng? 

§Þnh lý 3.3.3. NÕu hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦) th× t¹i ®iÓm ®ã tån t¹i  c¸c ®¹o 

hµm riªng 
డ௭

డ௫
,

డ௭

డ௬
 vµ  

డ௭

డ௫
(𝑥, 𝑦) = 𝐴,

డ௭

డ௬
(𝑥, 𝑦) = 𝐵 ®ång thêi             

𝑑𝑧 =
డ௭

డ௫
𝛥𝑥 +

డ௭

డ௬
𝛥𝑦 .                                        (4) 

Chøng minh: Do hµm 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦) nªn sè gia toµn phÇn 𝛥𝑧 cã thÓ biÓu 
diÔn d­íi d¹ng (2). 

Cho y kh«ng ®æi (nghÜa lµ 𝛥𝑦 = 0), khi ®ã vÕ tr¸i cña (2)  lµ 𝛥𝑧 = 𝑓(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝛥௫𝑧 
gäi lµ sè gia riªng cña hµm sè z  theo biÕn x , cßn vÕ ph¶i cña (2) sÏ lµ  𝐴𝛥𝑥 + 𝛼𝛥𝑥.  VËy 𝛥௫𝑧 =

𝐴𝛥𝑥 + 𝛼𝛥𝑥  hay  
௱ೣ௭

௱௫
= 𝐴 + 𝛼   (*). 

Khi 𝛥𝑥 → 0th× 𝛼 → 0, tõ (*) ta cã 𝐴 = 𝑙𝑖𝑚
௱௫→଴

௱ೣ௭

௱௫
=

డ௭

డ௫
(𝑥, 𝑦).T­¬ng tù ta cã 𝐵 = 𝑙𝑖𝑚

௱௬→଴

௱೤௭

௱௬
=

డ௭

డ௬
(𝑥, 𝑦). 

 Nh­ vËy theo (3) ta ®­îc  𝑑𝑧 =
డ௭

డ௫
𝛥𝑥 +

డ௭

డ௬
𝛥𝑦. 
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§Þnh lý sau cho ta ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴). 
§Þnh lý 3.3.2. NÕu hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) cã c¸c ®¹o hµm riªng 𝑓′௫, 𝑓′௬ ë l©n cËn ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) vµ 

nÕu c¸c ®¹o hµm riªng ®ã liªn tôc t¹i 𝑀଴ th× 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i 𝑀଴ vµ ta cã 
           𝑑𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) = 𝑓′௫(𝑥଴, 𝑦଴)𝛥𝑥 + 𝑓′௬(𝑥଴, 𝑦଴)𝛥𝑦 .                (5) 

Chøng minh: Ta cã 
 𝛥𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) = 𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴)   
                  = [𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴ + 𝛥𝑦)] + [𝑓(𝑥଴, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴)], 
Sö dông c«ng thøc sè gia giíi néi cho hµm sè mét biÕn sè, ta ®­îc 

𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) = 𝛥𝑥𝑓′௫(𝑥଴ + 𝜃ଵ𝛥𝑥, 𝑦଴), 
𝑓(𝑥଴, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) = 𝛥𝑦𝑓′௬(𝑥଴, 𝑦଴ + 𝜃ଶ𝛥𝑦), 

trong ®ã 0 < 𝜃ଵ, 𝜃ଶ < 1. V× c¸c  ®¹o hµm riªng 𝑓′௫, 𝑓′௬ liªn tôc t¹i 𝑀଴ nªn  

𝑓′௫(𝑥଴ + 𝜃ଵ𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) = 𝑓′௫(𝑥଴, 𝑦଴) + 𝛼, 
                                            𝑓′௬(𝑥଴, 𝑦଴ + 𝜃ଶ𝛥𝑦) = 𝑓′௬(𝑥଴, 𝑦଴) + 𝛽, 

trong ®ã 𝛼 → 0, 𝛽 → 0khi 𝛥𝑥 → 0, 𝛥𝑦 → 0. Tõ ®ã ta cã  𝛥𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) = 𝑓′௫𝛥𝑥 + 𝑓′௬𝛥𝑦 + 𝛼𝛥𝑥 + 𝛽𝛥𝑦. 

VËy 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i ®iÓm 𝑀଴vµ ta cã (5). 
Chó ý: Do 𝑥, 𝑦 lµ c¸c biÕn sè ®éc lËp nªn ta cã 𝛥𝑥 = 𝑑𝑥, 𝛥𝑦 = 𝑑𝑦 vµ 

                                𝑑𝑓 =
డ௙

డ௫
𝑑𝑥 +

డ௙

డ௬
𝑑𝑦 .                                           (6) 

T­¬ng tù vi ph©n cña hµm sè ba biÕn sè 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ®­îc tÝnh theo c«ng thøc 

𝑑𝑓 =
డ௙

డ௫
𝑑𝑥 +

డ௙

డ௬
𝑑𝑦 +

డ௙

డ௭
𝑑𝑧. 

VÝ dô 14. Cho 𝑧 = arctg
௫ା௬

௫ି௬
. T×m 𝑑𝑧, 𝑑𝑧(2; 1). 

VÝ dô 15. Cho 𝑢 = 𝑥𝑒௬మା௭. T×m 𝑑𝑢 . 
3.3.3. Ứng dông vi ph©n tÝnh gÇn ®óng 
Cho hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) kh¶ vi t¹i ®iÓm (𝑥଴, 𝑦଴).  Tõ ®Þnh nghÜa vi ph©n ta thÊy sè gia toµn phÇn 𝛥𝑧 

vµ vi ph©n toµn phÇn dz chØ kh¸c nhau  mét ®¹i l­îng 𝛼𝛥𝑥 + 𝛽𝛥𝑦 trong ®ã 𝛼 → 0, 𝛽 → 0 khi 𝛥𝑥 →

0, 𝛥𝑦 → 0 (tøc lµ 𝜌 = ඥ𝛥𝑥ଶ + 𝛥𝑦ଶ → 0  hay  𝛼𝛥𝑥 + 𝛽𝛥𝑦 lµ VCB bËc cao h¬n  𝜌). Nªn khi 𝛥𝑥, 𝛥𝑦 cã 
trÞ tuyÖt ®èi ®ñ nhá, cã thÓ coi 𝛥𝑧 ≈ 𝑑𝑧 vµ ta cã  

𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) ≈ 𝑓′௫(𝑥଴, 𝑦଴)𝛥𝑥 + 𝑓′௬(𝑥଴, 𝑦଴)𝛥𝑦, 

Hay    
                          𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) ≈ 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) + 𝑓′௫(𝑥଴, 𝑦଴)𝛥𝑥 + 𝑓′௬(𝑥଴, 𝑦଴)𝛥𝑦.        (7) 

C«ng thøc (7) lµ c«ng thøc tÝnh gÇn ®óng b»ng vi ph©n cña hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) t¹i ®iÓm (𝑥଴, 𝑦଴) . 

VÝ dô 16. Sö dông vi ph©n tÝnh gÇn ®óng biÓu thøc     𝐴 = ඥ1,02ଶ + 0,05ଶయ . 

Gi¶i: XÐt hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶయ . TÝnh 𝐴 = 𝑓(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦), trong ®ã 𝑥଴ = 1, 𝑦଴ =

0, 𝛥𝑥 = 0,02, 𝛥𝑦 = 0,05. Ta cã 

𝑓′௫ =
ଶ௫

ଷ ඥ(௫మା௬మ)మయ , 𝑓′௬ =
ଶ௬

ଷ ඥ(௫మା௬మ)మయ ⇒ 𝑓′௫(1; 0) =
ଶ

ଷ
, 𝑓′௬(1; 0) = 0, 

theo c«ng thøc (7), ta ®­îc  𝐴 = ඥ1,02ଶ + 0,05ଶయ
≈ √1ଶ + 0ଶయ

+
ଶ

ଷ
. 0,02 + 0.0,05 ≈ 1,013. 

VÝ dô 17. Dïng biÓu thøc vi ph©n tÝnh gÇn ®óng 

a) 𝐴 = ඥ1,03ଶ + 0,02ଶయ . 

b) 𝐵 = arctg
ଵ,଴ଶ

଴,ଽହ
. 

c) (20201) 𝐵 = ඥ0,96ଷ + 2,03ଶ + 3
య . 
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3.3.4. §¹o hµm cña hµm sè hîp 
§Þnh nghÜa 3.3.3. Cho hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣) x¸c ®Þnh trªn miÒn 𝑹𝟐, trong ®ã 𝑢, 𝑣 lµ c¸c hµm 

sè hai biÕn sè ®éc lËp 𝑥, 𝑦: 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) cïng x¸c ®Þnh trªn miÒn D, cã tËp  gi¸ trÞ trong 
, th× ta nãi 𝑧 lµ hµm sè hîp cña hµm sè hai biÕn sè 𝑥, 𝑦 qua hai biÕn sè trung gian 𝑢, 𝑣.  

Ký hiÖu 𝑧 = 𝑓[𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)]. 
VÝ dô 18. Cho 𝑧 = 𝑒௨ 𝑙𝑛 𝑣, víi 𝑢 = 𝑥 + 𝑦, 𝑣 = 𝑥𝑦, th× 𝑧  lµ hµm sè hîp vµ  𝑧 = 𝑒௫ା௬ 𝑙𝑛( 𝑥𝑦). 

§Þnh lý 3.3.3. NÕu hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣) cã c¸c ®¹o hµm riªng 
డ௙

డ௨
,

డ௙

డ௩
     liªn tôc trong miÒn  vµ  

𝑢, 𝑣 cã c¸c ®¹o hµm riªng   డ௨

డ௫
,

డ௨

డ௬
,

డ௩

డ௫
,

డ௩

డ௬
 trªn miÒn D, th× trong miÒn D tån t¹i c¸c ®¹o hµm riªng 

డ௙

డ௫
,

డ௙

డ௬
 vµ 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
.
 

VÝ dô 19. Cho 𝑧 = 𝑒௨ 𝑙𝑛 𝑣, víi 𝑢 = 𝑥 − 𝑦, 𝑣 = 𝑥𝑦. T×m 
డ௭

డ௫
,

డ௭

డ௬
. 

Chó ý: NÕu 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦 = 𝑦(𝑥) th× khi ®ã hµm sè hîp cña hai hµm sè trªn lµ  hµm sè mét 
biÕn sè x, 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)) . Khi ®ã ta cã 

ௗ௙

ௗ௫
=

డ௙

డ௫
+

డ௙

డ௬
𝑦′(𝑥). 

VÝ dô 20. Cho 𝑧 = 𝑒௫మା௬మ
, trong ®ã 𝑦 = cos 𝑥. T×m 

ௗ௭

ௗ௫
. 

3.3.5. §¹o hµm cña hµm sè Èn 
Hµm sè Èn mét biÕn sè. Gi¶ sö cho hÖ thøc liªn hÖ gi÷a hai biÕn 𝑥 vµ 𝑦 d­íi d¹ng  

                                     𝐹(𝑥, 𝑦) = 0.                                                    (8) 
NÕu víi mçi 𝑥  thuéc kho¶ng nµo ®ã, cã mét (hoÆc nhiÒu) 𝑦 sao cho 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0, ta nãi ph­¬ng 

tr×nh (8) x¸c ®Þnh mét (hoÆc nhiÒu) hµm sè Èn y theo x trong kho¶ng ®ã. Nh­ vËy hµm sè Èn 𝑦 =

𝑦(𝑥) ®­îc x¸c ®Þnh bëi ph­¬ng tr×nh (8), nÕu khi thÕ nã vµo  (8) ta ®­îc mét ®ång nhÊt thøc. 

VÝ dô 21. Ph­¬ng tr×nh 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 1 x¸c ®Þnh  hµm sè Èn 𝑦 = +√1 − 𝑥ଶ hoÆc 𝑦 = −√1 − 𝑥ଶcïng 
cã MX§ lµ [-1;1]. 

VËy vÊn ®Ò ®Æt ra, víi ®iÒu kiÖn nµo th× (8)  x¸c ®Þnh hµm sè Èn? Ta cã ®Þnh lý sau 
§Þnh lý  3.3.4. Gi¶ sö t¹i 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴),𝐹(𝑥଴, 𝑦଴) = 0. NÕu trong l©n cËn cña ®iÓm 𝑀଴ hµm 𝐹(𝑥, 𝑦) 

cã c¸c ®¹o hµm riªng 
డி

డ௫
,

డி

డ௬
   liªn tôc vµ   డி(ெబ)

డ௬
≠ 0 th× ph­¬ng tr×nh (8) x¸c ®Þnh mét hµm sè  Èn 

𝑦 = 𝜙(𝑥) trong mét l©n cËn nµo ®ã cña 𝑥଴ tháa mãn ®iÒu kiÖn 𝑦଴ = 𝜙(𝑥଴), ®ång thêi trong l©n cËn 
®ã th× hµm sè 𝑦 = 𝜙(𝑥) liªn tôc, cã ®¹o hµm liªn tôc vµ 

                             
ௗ௬(௫బ)

ௗ௫
= −

ങಷ(ಾబ)

ങೣ
ങಷ(ಾబ)

ങ೤

.                                        (9) 

VÝ dô 22. T×m 𝑦′(𝑥) t¹i 𝑥 = 1, nÕu 𝑥ଶ𝑦 + 𝑥ଷ + 𝑦ଷ − 3 = 0. 
VÝ dô 23. Cho hµm sè 𝑦 = 𝑦(𝑥) x¸c ®Þnh tõ  ph­¬ng tr×nh 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 𝑦) + 𝑦 = 0. TÝnh 𝑦′. 
Chó ý: §Ó tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè Èn  𝑦 = 𝑦(𝑥) x¸c ®Þnh tõ ph­¬ng tr×nh  𝐹(𝑥, 𝑦) = 0, ta cã 

thÓ ®¹o hµm hai vÕ cña 𝐹(𝑥, 𝑦(𝑥)) = 0 theo biÕn 𝑥 
ௗி(௫,௬(௫))

ௗ௫
= 0 ⇔ 𝐹′௫ + 𝐹′௬𝑦 ′(𝑥) = 0,   tõ ®ã ta tÝnh ®­îc 𝑦′(𝑥). 

VÝ dô 24. Cho  ph­¬ng tr×nh 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑙𝑛( 𝑥ଶ + 𝑦ଶ) = 𝑎ଶ. TÝnh  𝑦′(𝑥). 
Hµm sè Èn hai biÕn sè.  Còng nh­ hµm sè Èn mét biÕn sè, ta cã kh¸i niÖm hµm sè Èn hai 

biÕn sè, nghÜa lµ øng víi mçi cÆp (𝑥, 𝑦) cho ta mét gi¸ trÞ x¸c ®Þnh z tháa m·n ®¼ng thøc 
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𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 th× hµm 𝑧 = 𝜙(𝑥, 𝑦) lµ hµm Èn hai biÕn  sè ®éc lËp 𝑥 vµ 𝑦 ®­îc x¸c ®Þnh tõ ph­¬ng 
tr×nh  

                                           𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,                                                             (10) 
®ång thêi ta còng cã ®Þnh lý 

§Þnh lý  3.3.5. Gi¶ sö 𝐹(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) = 0. NÕu hµm 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) trong l©n cËn cña ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴) 

cã c¸c ®¹o hµm riªng liªn tôc vµ   డி(ெబ)

డ௭
≠ 0 th× ph­¬ng tr×nh (10) x¸c ®Þnh mét hµm sè  Èn 𝑧 =

𝜙(𝑥, 𝑦) trong mét l©n cËn nµo ®ã cña (𝑥଴, 𝑦଴) tháa mãn ®iÒu kiÖn 𝑧଴ = 𝜙(𝑥଴, 𝑦଴), ®ång thêi trong 
l©n cËn ®ã th× hµm 𝑧 = 𝜙(𝑥, 𝑦) liªn tôc, cã c¸c ®¹o hµm riªng  liªn tôc vµ 

           డ௭(௫బ,௬బ)

డ௫
= −

ങಷ(ಾబ)

ങೣ
ങಷ(ಾబ)

ങ೥

,
డ௭(௫బ,௬బ)

డ௬
= −

ങಷ(ಾబ)

ങ೤

ങಷ(ಾబ)

ങ೥

.                                      (11) 

Chó ý: Trong c«ng thøc (11)  xÐt t¹i mét ®iÓm cô thÓ, ta cã thÓ thay t¹i mét ®iÓm bÊt kú, víi 
®iÓm ®ã c¸c ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý ®­îc tháa m·n. Nªn ta cã thÓ viÕt  

                          
డ௭

డ௫
= −

ങಷ

ങೣ
ങಷ

ങ೥

,
డ௭

డ௬
= −

ങಷ

ങ೤

ങಷ

ങ೥

.                                           (12) 

VÝ dô 25. Cho  𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ = 3𝑥𝑦𝑧. TÝnh
డ௭

డ௫
,

డ௭

డ௬
. 

VÝ dô 26. (2022N1) Tính  𝑧ᇱ
௫(0,1) , trong đó hàm số   𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) xác định bởi phuong 

trình  𝑒௭ + 𝑥𝑦 + 𝑧ଷ = 1. 
VÝ dô 27. (2024N1) Ph­¬ng tr×nh 𝑥ଷ − 8𝑦ଷ − (𝑥 − 2𝑦)ଶ = 0 x¸c ®Þnh  hµm sè Èn 𝑦 = 𝑦(𝑥). Viết 

phương trình tiếp tuyến của hàm số này tại điểm 𝑀(1; −1). 
VÝ dô 28. TÝnh 

డ௭

డ௫
,

డ௭

డ௬
 biÕt r»ng 𝑦𝑧 = arctg(𝑥𝑧). 

3.3.6. §¹o hµm cÊp cao  

XÐt hµm sè hai biÕn sè ®éc lËp   𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦).  C¸c ®¹o hµm riªng 
డ௙

డ௫
,

డ௙

డ௬
 ®­îc xÐt ë môc   3.3.1  

®­îc gäi lµ c¸c ®¹o hµm riªng cÊp mét cña hµm𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Nãi chung chóng còng lµ hµm sè hai 
biÕn sè x vµ y: 

𝑧௫
′ =

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑔(𝑥, 𝑦);  

𝑧௬
′ =

డ௭

డ௬
=

డ௙

డ௬
= ℎ(𝑥, 𝑦). 

NÕu c¸c hµm 𝑔, ℎ  tån t¹i c¸c  ®¹o hµm riªng th× c¸c ®¹o hµm riªng ®ã ®­îc gäi lµ  c¸c ®¹o 
hµm riªng cÊp hai cña hµm 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Tïy theo thø tù lÊy ®¹o hµm theo biÕn sè 𝑥 hoÆc 𝑦 mµ ta  
cã 4 ®¹o hµm riªng cÊp hai vµ ký hiÖu:     

డ௚

డ௫
=

డ

డ௫
ቀ

డ௙

డ௫
ቁ =

డమ௙

డ௫మ = 𝑓௫௫
′′ = 𝑧௫௫

′′ ,  lÊy ®¹o hµm hai lÇn theo biÕn 𝑥. 

డ௚

డ௬
=

డ

డ௬
ቀ

డ௙

డ௫
ቁ =

డమ௙

డ௫డ௬
= 𝑓௫௬

′′ = 𝑧௫௬
′′ , lÊy ®¹o hµm  lÇn thø nhÊt  theo biÕn x, lÇn thø hai theo biÕn 𝑦. 

డ௛

డ௫
=

డ

డ௫
ቀ

డ௙

డ௬
ቁ =

డమ௙

డ௬డ௫
= 𝑓௬௫

′′ = 𝑧௬௫
′′ , lÊy ®¹o hµm  lÇn thø nhÊt  theo biÕn y, lÇn thø hai theo biÕn 𝑥. 

డ௛

డ௬
=

డ

డ௬
ቀ

డ௙

డ௬
ቁ =

డమ௙

డ௬మ = 𝑓௬௬
′′ = 𝑧௬௬

′′ , lÊy ®¹o hµm hai lÇn theo biÕn 𝑦. 

C¸c ®¹o hµm riªng 𝑓௫௬
′′ , 𝑓௬௫

′′  gäi lµ c¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai hçn hîp. 

C¸c ®¹o hµm riªng cña c¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai gäi lµ c¸c ®¹o hµm riªng cÊp ba. Hoµn 
toµn t­¬ng tù ta cã c¸c ®¹o hµm riªng cÊp 4, 5,… 

VÝ dô 29. Cho  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ𝑦ଷ + 𝑦ଶ. TÝnh c¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai cña 𝑓(𝑥, 𝑦). 
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VÝ dô 30. (20233) Cho  𝑥, 𝑦) = ൝
௫௬(௫మି௬మ)

௫మା௬మ khi  (𝑥, 𝑦) ≠ (0; 0)

0 khi  (𝑥, 𝑦) = (0; 0).
  

Chøng tá r»ng 𝑓௬௫
′′ (0; 0) ≠ 𝑓௫௬

′′ (0; 0). 

Trong vÝ dô trªn ta thÊy r»ng 𝑓௬௫
′′ ≠ 𝑓௫௬

′′ , tuy nhiªn ®Þnh lý sau sÏ chøng tá ®iÒu kiÖn ®Ó hai ®¹o 

hµm ®ã b»ng nhau. 
§Þnh lý 3.3.6.(§Þnh lý Schwarz) NÕu trong l©n cËn nµo ®ã cña ®iÓm (𝑥, 𝑦) hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

cã c¸c ®¹o hµm riªng hçn hîp 
డమ௙

డ௫డ௬
,

డమ௙

డ௬డ௫
 liªn tôc th×    డ

మ௙(௫,௬)

డ௫డ௬
=

డమ௙(௫,௬)

డ௬డ௫
. 

§Þnh lý cßn ¸p dông cho ®¹o hµm riªng cÊp cao cña hµm nhiÒu biÕn sè n>2.  
Chó ý: Tr­êng hîp ®¹o hµm riªng cÊp cao ( 𝑛 ≥ 3), ch¼ng h¹n 𝑛 = 4 ta còng cã 

డర௙

డ௫మడ௬డ௫
=

డర௙

డ௬డ௫య =
డర௙

డ௫డ௬డ௫మ =
డర௙

డ௫యడ௬
, 

víi ®iÒu kiÖn sè lÇn lÊy ®¹o hµm theo 𝑥 lµ 3, theo 𝑦 lµ 1 (kh«ng kÓ thø tù). 

VÝ dô 31. Cho  𝑢 = 𝑥ଶ𝑒௬మି௭మ
. Ta cã   

డయ௨

డ௫డ௬డ௭
=

డయ௨

డ௬డ௭డ௫
=

డయ௨

డ௭డ௫డ௬
= −8𝑥𝑦𝑧𝑒௬మି௭మ

,   డయ௨

డ௫డ௬డ௫
=

డయ௨

డ௬డ௫మ =
డయ௨

డ௫మడ௬
= 4𝑦𝑒௬మି௭మ

. 

VÝ dô 32. Cho hµm 𝑧 = 𝑥𝑒
೤

ೣ + 𝑠𝑖𝑛
௫

௬
. TÝnh 𝐴 = 𝑥ଶ డమ௭

డ௫మ + 2𝑥𝑦
డమ௭

డ௫డ௬
+ 𝑦ଶ డమ௭

డమ௬
 . 

VÝ dô 33. Cho hµm 𝑢 = 𝑓(𝑟), 𝑟 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ trong ®ã 𝑓(𝑟) lµ hµm kh¶ vi ®Õn cÊp hai. TÝnh  

𝐴 =
డమ௨

డ௫మ
+

డమ௨

డ௬మ
 .  

VÝ dô 34. Cho hµm 𝑢 = 𝑙𝑛( 1 + 𝑧) trong ®ã 𝑧 = 𝑥𝑦ඥ𝑥ଶ − 𝑦ଶ. TÝnh  

𝐴 = ቀ
డమ௨

డ௫మ +
డమ௨

డమ௬
ቁ (𝑦ଶ − 𝑥ଶ)(1 + 𝑧)ଶ − 𝑥

డ௨

డ௫
+ 𝑦

డ௨

డ௬
 .  

VÝ dô 35. Cho hµm sè 𝑦 = 𝑦(𝑥) x¸c ®Þnh tõ  PT  1 + 𝑥𝑦 − 𝑙𝑛( 𝑒௫௬ + 𝑒ି௫ ) = 0. TÝnh 
ௗ௬

ௗ௫
,

ௗమ௬

ௗ௫మ. 

3.3.7. Vi ph©n cÊp cao  

 XÐt hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦).  Ta cã 𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) =
డ௙(௫,௬)

డ௫
𝑑𝑥 +

డ௙(௫,௬)

డ௬
𝑑𝑦 nÕu tån t¹i gäi lµ vi ph©n toµn  

phÇn cÊp mét cña hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Nãi chung  𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) còng lµ hµm sè cña hai biÕn sè x vµ 
y. Vi ph©n toµn phÇn cña  𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) nÕu tån t¹i, ®­îc gäi lµ vi ph©n cÊp hai cña hµm sè f  t¹i ®iÓm 
(𝑥, 𝑦) vµ ký hiÖu lµ 𝑑ଶ𝑓(𝑥, 𝑦). 

VËy 𝑑ଶ𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑑𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑑(
డ௙(௫,௬)

డ௫
𝑑𝑥 +

డ௙(௫,௬)

డ௬
𝑑𝑦). 

TiÕp tôc qu¸ tr×nh trªn ta ®Þnh nghÜa c¸c vi ph©n cÊp cao h¬n 
𝑑ଷ𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑑ଶ𝑓(𝑥, 𝑦)),….., 𝑑௡𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑑௡ିଵ𝑓(𝑥, 𝑦)). 

Ta t×m c«ng thøc tÝnh 𝑑ଶ𝑓(𝑥, 𝑦). Víi x, y lµ c¸c biÕn sè ®éc lËp nªn 𝑑𝑥 = 𝛥𝑥, 𝑑𝑦 = 𝛥𝑦  lµ c¸c 
h»ng sè kh«ng phô thuéc vµo 𝑥  vµ  𝑦 , do ®ã 

 

𝑑ଶ𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑(
డ௙(௫,௬)

డ௫
𝑑𝑥 +

డ௙(௫,௬)

డ௬
𝑑𝑦 =  

=
డ

డ௫
ቀ

డ௙(௫,௬)

డ௫
𝑑𝑥 +

డ௙(௫,௬)

డ௬
𝑑𝑦ቁ 𝑑𝑥 +

డ

డ௬
ቀ

డ௙(௫,௬)

డ௫
𝑑𝑥 +

డ௙(௫,௬)

డ௬
𝑑𝑦ቁ 𝑑𝑦 =  

=
డమ௙(௫,௬)

డ௫మ (𝑑𝑥)ଶ + ቀ
డమ௙(௫,௬)

డ௫డ௬
+

డమ௙(௫,௬)

డ௬డ௫
ቁ 𝑑𝑥𝑑𝑦 +

డమ௙(௫,௬)

డ௬మ (𝑑𝑦)ଶ  

  Gi¶ thiÕt c¸c ®¹o hµm riªng hçn hîp  liªn tôc ta cã   డమ௙(௫,௬)

డ௫డ௬
=

డమ௙(௫,௬)

డ௬డ௫
,  vµ ký hiÖu 

 (𝑑𝑥)ଶ = 𝑑𝑥ଶ, (𝑑𝑦)ଶ = 𝑑𝑦ଶ th× 𝑑ଶ𝑓(𝑥, 𝑦) =
డమ௙(௫,௬)

డ௫మ 𝑑𝑥ଶ + 2
డమ௙(௫,௬)

డ௫డ௬
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

డమ௙(௫,௬)

డ௬మ 𝑑𝑦ଶ.   (13) 

VÝ dô 36. Cho  𝑢 = 𝑦 𝑙𝑛 𝑥.  T×m 𝑑ଶ𝑧. 
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Chó ý: Trong tr­êng hîp 𝑥, 𝑦 kh«ng ph¶i lµ c¸c biÕn sè ®éc lËp (hµm hîp): 
𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) trong ®ã 𝑥 = 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑠, 𝑡), 

th× c«ng thøc (13) kh«ng cßn ®óng n÷a v× khi nµy dx vµ dy  còng lµ hµm sè cña s vµ t , khi ®ã 

c«ng thøc (13) cã d¹ng    𝑑ଶ𝑓 =
డమ௙

డ௫మ 𝑑𝑥ଶ + 2
డమ௙

డ௫డ௬
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

డమ௙

డ௬మ 𝑑𝑦ଶ +
డ௙

డ௫
𝑑ଶ𝑥 +

డ௙

డ௬
𝑑ଶ𝑦.             (14) 

Trong c«ng thøc (14), khi 𝑥, 𝑦 lµ c¸c biÕn sè ®éc lËp th× 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 lµ  h»ng sè nªn 𝑑ଶ𝑥 = 0, 𝑑ଶ𝑦 = 0  
c«ng thøc (14) trë thµnh (13). 

VÝ dô 37. (20233) Cho hàm số sau  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑒௬ . Tính 𝑑ଶ𝑓(1,0). 

VÝ dô 38. Cho 𝑧 = 𝑥௬మ
. TÝnh  dz. 

VÝ dô 39. Cho 𝑢 = 𝑥௬మ௭. T×m du. 

VÝ dô 40. T×m vi ph©n  cña  𝑧 = (𝑥 + 𝑦) 𝑙𝑛( 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 4) + 𝑥ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 4 t¹i 𝑀(0; 1) øng víi 
𝛥𝑥 = 𝛥𝑦 = 0,01.  

VÝ dô 41. Cho hµm 𝑧 = arctg
௫

௬
 . TÝnh 𝑑ଶ𝑧.  

3.3.8. C«ng thøc Taylor  
Gi¶ sö hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) cã c¸c ®¹o hµm riªng ®Õn cÊp 𝑛 + 1liªn tôc trong mét l©n cËn nµo 

®ã  chøa ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴). NÕu ®iÓm  𝑀଴(𝑥଴ + 𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝛥𝑦) còng thuéc l©n cËn trªn th× ta cã c«ng 
thøc Taylor ®èi víi hµm sè hai biÕn sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) lµ 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) + 𝑑𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) +
1

2!
𝑑ଶ𝑓(𝑥଴, 𝑦଴)+. . . . + 

+
ଵ

௡!
𝑑௡𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) +

ଵ

(௡ାଵ)!
𝑑௡ାଵ𝑓(𝑥଴ + 𝜃𝛥𝑥, 𝑦଴ + 𝜃𝛥𝑦),0 < 𝜃 < 1.      (18) 

trong ®ã 𝛥𝑥 = 𝑥 − 𝑥଴, 𝛥𝑦 = 𝑦 − 𝑦଴. 
VÝ dô 42. Khai triÓn hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଷ − 5𝑥ଶ − 𝑥𝑦 + 𝑦ଶ + 10𝑥 + 5𝑦 − 4 theo c«ng thøc Taylor 

trong l©n cËn ®iÓm (2; −1). 
Gi¶i: Víi  𝑥଴ = 2, 𝑦଴ = −1, ta cã  𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) = 𝑓(2; −1) = 2, 

డ௙(௫,௬)

డ௫
= 3𝑥ଶ − 10𝑥 − 𝑦 + 10 ⇒

డ௙(ଶ;ିଵ)

డ௫
= 3,   డ௙(௫,௬)

డ௬
= −𝑥 + 2𝑦 + 5 ⇒

డ௙(ଶ;ିଵ)

డ௬
= 1, 

డమ௙(௫,௬)

డ௫మ = 6𝑥 − 10 ⇒
డ௙మ(ଶ;ିଵ)

డ௫మ = 2,
డమ௙(௫,௬)

డ௬మ = 2 ⇒
డ௙మ(ଶ;ିଵ)

డ௫మ = 2,
డమ௙(௫,௬)

డ௫డ௬
= −1 ⇒

డ௙మ(ଶ;ିଵ)

డ௫డ௬
= −1, 

డ௙య(ଶ;ିଵ)

డ௫య = 6,
డ௙య(ଶ;ିଵ)

డ௫మడ௬
= 0,

డ௙య(ଶ;ିଵ)

డ௫డ௬మ = 0,
డ௙య(ଶ;ିଵ)

డ௬య = 0, 

𝛥𝑥 = 𝑑𝑥 = 𝑥 − 2, 𝛥𝑦 = 𝑑𝑦 = 𝑦 + 1. 
  C¸c  ®¹o hµm riªng cña hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) cÊp lín h¬n vµ b»ng 4 ®Òu b»ng kh«ng, do ®ã  ta cã 

khai triÓn Taylor cña hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) t¹i ®iÓm (2; −1) lµ 
𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 + 3(𝑥 − 2) + (𝑦 + 1) + (𝑥 − 2)ଶ − (𝑥 − 2)(𝑦 + 1) + (𝑦 + 1)ଶ + (𝑥 − 2)ଷ. 

VÝ dô 43..(2023N1) Tìm hệ số 𝑥ହ𝑦ଶ trong khai triển Maclaurin của hàm số  𝑧 = 𝑒௫௬ln (1 + 𝑥).  

VÝ dô 44. Khai triÓn hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦௫ theo c«ng thøc Taylor ®Õn bËc hai trong l©n cËn ®iÓm 
(1; 1). 

VÝ dô 45. Khai triÓn hµm 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒௫ 𝑠𝑖𝑛 𝑦 theo c«ng thøc Taylor ®Õn bËc ba trong l©n cËn 
®iÓm (0; 0). 

3.4. Cùc trÞ  
3.4.1. Cùc trÞ cña hµm sè nhiÒu biÕn sè 
§Þnh nghÜa 3.4.1. Gi¶ sö hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) cã miÒn x¸c ®Þnh lµ 𝐷𝑹𝟐 . Hµm sè gäi lµ ®¹t cùc 

®¹i t¹i ®iÓm ∈ 𝐷, nÕu víi  mäi ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦) trong mét l©n cËn nµo ®ã cña ®iÓm 𝑀଴ 

(nh­ng kh¸c 𝑀଴) ta cã  𝑓(𝑥, 𝑦) < 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴). 

),( 000 yxM
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Hµm sè gäi lµ ®¹t cùc tiÓu  t¹i ®iÓm , nÕu víi  mäi ®iÓm 𝑀(𝑥, 𝑦) trong 

mét l©n cËn nµo ®ã cña ®iÓm  (nh­ng kh¸c 𝑀଴) ta cã 𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴). 

Gi¸ trÞ cùc ®¹i, cùc tiÓu gäi chung lµ cùc trÞ cña hµm sè. §iÓm  t¹i ®ã hµm sè ®¹t cùc trÞ gäi 

lµ ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè vµ lµ cùc trÞ ®Þa ph­¬ng. 

Chó ý. T¹i ®iÓm cùc trÞ  gi¸ trÞ 𝛥𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥଴, 𝑥଴) kh«ng ®æi dÊu trong mét 

l©n cËn nµo ®ã cña 𝑀଴. NÕu 𝛥𝑓cã gi¸ trÞ ®æi dÊu th× 𝑀଴ kh«ng lµ ®iÓm cùc trÞ. 
§Þnh lý 3.4.1. NÕu hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm vµ t¹i ®iÓm ®ã tån t¹i c¸c ®¹o 

hµm riªng  డ௙

డ௫
,

డ௙

డ௬
  h÷u h¹n th× c¸c ®¹o hµm riªng ®ã b»ng kh«ng: డ௙(ெబ)

డ௫
= 0,

డ௙(ெబ)

డ௬
= 0. 

Chøng minh: V× hµm f  ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm 𝑀଴, cho nªn nÕu cè ®Þnh th× hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦଴) 

®¹t cùc trÞ t¹i 𝑥 = 𝑥଴. V× ®¹o hµm riªng 
డ௙(ெబ)

డ௫
 tån t¹i, do ®ã nã ph¶i b»ng kh«ng theo ®Þnh lý 

Fermat. T­¬ng tù 
డ௙(ெబ)

డ௬
= 0. 

§iÓm  𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) cã täa ®é tháa m·n c¸c ®¹o hµm riªng b»ng kh«ng hoÆc kh«ng tån t¹i ®¹o 
hµm riªng ®­îc gäi lµ ®iÓm tíi h¹n ( ®ã lµ nh÷ng ®iÓm nghi ngê cã cùc trÞ). §iÓm  mµ t¹i ®ã  cã 
c¸c ®¹o hµm riªng b»ng kh«ng ®­îc gäi lµ ®iÓm dõng. 

§Þnh lý 3.4.2. Gi¶ sö  hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) cã c¸c ®¹o hµm riªng ®Õn cÊp hai liªn tôc trong mét 
l©n cËn nµo ®ã cña ®iÓm 𝑀଴(𝑥଴, 𝑦଴) vµ 𝑀଴lµ ®iÓm dõng cña hµm sè. 

Ký hiÖu 𝐴 =
డమ௙(௫బ,௬బ)

డ௫మ
, 𝐵 =

డమ௙(௫బ,௬బ)

డ௫డ௬
, 𝐶 =

డమ௙(௫బ,௬బ)

డ௬మ
. 

Khi ®ã t¹i 𝑀଴ 
1) NÕu 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 < 0, th× hµm sè ®¹t cùc trÞ t¹i 𝑀଴. §ã lµ cùc ®¹i nÕu A<0, lµ cùc tiÓu nÕu A>0. 
2) NÕu 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 > 0, th× hµm sè kh«ng ®¹t cùc trÞ t¹i 𝑀଴. 
3) NÕu 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 = 0, th× ch­a kÕt luËn ®­îc hµm sè  cã ( hay kh«ng) ®¹t  cùc trÞ t¹i 𝑀଴. 

VËy ®Ó t×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ta tiÕn hµnh theo c¸c b­íc: 
      1)T×m MX§ vµ ®iÓm dõng thuéc MX§ cña hµm 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), ®ã lµ nh÷ng ®iÓm  

𝑀௞(𝑥௞, 𝑦௞), (𝑘 = 1,2,3, . . . ) cã täa ®é tháa m·n hÖ ph­¬ng tr×nh ቐ

డ௙(௫,௬)

డ௫
= 0

డ௙(௫,௬)

డ௬
= 0.

 

      2)TÝnh c¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai 
డమ௙(௫,௬)

డ௫మ ,
డమ௙(௫,௬)

డ௫డ௬
,

డమ௙(௫,௬)

డ௬మ  vµ t¹i mçi ®iÓm Mk  tÝnh  

𝐴 =
డమ௙(௫ೖ,௬ೖ)

డ௫మ , 𝐵 =
డమ௙(௫ೖ,௬ೖ)

డ௫డ௬
, 𝐶 =

డమ௙(௫ೖ,௬ೖ)

డ௬మ . 

+NÕu 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 < 0,  hµm sè ®¹t cùc trÞ t¹i 𝑀௞. §ã lµ ®iÓm cùc ®¹i nÕu A<0, lµ ®iÓm cùc tiÓu 
nÕu A>0. 

+NÕu 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 > 0, hµm sè kh«ng cã cùc trÞ t¹i 𝑀௞. 
+NÕu 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 = 0, ch­a kÕt luËn (ph¶i t×m b»ng c¸ch kh¸c). 
    3) KÕt luËn ®iÓm cùc trÞ, tÝnh gi¸ trÞ cùc ®¹i, cùc tiÓu cña hµm sè (nÕu cã). 
VÝ dô 1. T×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 𝑥ଷ + 𝑦ଷ − 9𝑥𝑦. 
Gi¶i:  MX§ ∀(𝑥, 𝑦) ∈ R2. 

  +§iÓm dõng cña hµm sè cã täa ®é  lµ nghiÖm cña hÖ ph­¬ng tr×nh 

⎩
⎨

⎧
𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 3𝑥ଶ − 9𝑦 = 0,

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 3𝑦ଶ − 9𝑥 = 0.

 

Gi¶i hÖ trªn ta ®­îc hai ®iÓm dõng 𝑀ଵ(0; 0) vµ 𝑀ଶ(3; 3). 
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    +TÝnh c¸c ®¹o hµm rªng cÊp hai 
డమ௙(௫,௬)

డ௫మ = 6𝑥,
డమ௙(௫,௬)

డ௫డ௬
= −9,

డమ௙(௫,௬)

డ௬మ = 6𝑦. 

T¹i ®iÓm 𝑀ଵ(0; 0) ta cã  

𝐴 =
డమ௙(଴;଴)

డ௫మ = 0, 𝐵 =
డమ௙(଴;଴)

డ௫డ௬
= −9, 𝐶 =

డమ௙(଴;଴)

డ௬మ = 0, 

do ®ã 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 = (−9)ଶ − 0 = 81 > 0®iÓm 𝑀ଵ(0; 0) kh«ng lµ ®iÓm cùc trÞ. 
  T¹i ®iÓm 𝑀ଶ(3; 3) ta cã  

𝐴 =
డమ௙(ଷ;ଷ)

డ௫మ = 6.3 = 18, 𝐵 =
డమ௙(ଷ;ଷ)

డ௫డ௬
= −9, 𝐶 =

డమ௙(ଷ;ଷ)

డ௬మ = 6.3 = 18, 

ta cã 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 = (−9)ଶ − 18.18 = −243 < 0, hµm sè ®¹t cùc trÞ t¹i 𝑀ଶvµ do 𝐴 = 18 > 0®iÓm 
𝑀ଶ(3; 3) lµ ®iÓm cùc tiÓu. 

    +VËy hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i ®iÓm 𝑀ଶ(3; 3) vµ gi¸ trÞ cùc tiÓu lµ  𝒛𝒎𝒊𝒏 =      . 
VÝ dô 2. T×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 6𝑥𝑦 + (47 − 𝑥 − 𝑦)(4𝑥 + 3𝑦). 
VÝ dô 3. T×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 𝑥ସ + 𝑦ସ − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 2𝑥𝑦. 

VÝ dô 4. (2024N6)  T×m tất cả các điểm cùc trÞ cña hµm sè   𝑓(𝑥, 𝑦) =
ଶ

௫
+

ଷ

௬
−

௫௬

଺
. 

VÝ dô 5. (2023N3) T×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦ଶ − 2𝑥𝑦 − 𝑥ଶ. 

HD:  +T×m ®iÓm dõng cña hµm sè b»ng c¸ch gi¶i  hÖ ph­¬ng tr×nh ቐ

డ௙(௫,௬)

డ௫
= 0

డ௙(௫,௬)

డ௬
= 0.

; 𝑀(0; 0) 

   +TÝnh c¸c ®¹o hµm rªng cÊp hai  𝐴 =
డమ௙(଴;଴)

డ௫మ = −2, 𝐵 =
డమ௙(଴;଴)

డ௫డ௬
= −2, 𝐶 =

డమ௙(଴;଴)

డ௬మ = 2, 

vµ 𝐵ଶ − 𝐴𝐶 = 0 do ®ã ch­a kÕt luËn ®­îc. Ta tiÕn hµnh nh­ sau: xÐt dÊu  
 𝛥𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(0; 0) = 𝑦ଶ − 2𝑥𝑦 − 𝑥ଶ. 

    Víi x,y ®ñ gÇn 0 ta chän 𝑥 = 0, 𝑦 =
ଵ

௡
, khi ®ã 𝛥𝑓 = 𝑓 ቀ0,

ଵ

௡
ቁ > 0.  MÆt kh¸c ta chän  𝑥 =

ଵ

௡
, 𝑦 =

0,  khi ®ã 𝛥𝑓 = 𝑓 ቀ
ଵ

௡
, 0ቁ < 0. 

Nh­ vËy t¹i l©n cËn ®iÓm 𝑀ଵ(0; 0) gi¸ trÞ 𝛥𝑓 ®æi dÊu, tøc lµ hµm sè kh«ng cã cùc trÞ t¹i 𝑀ଵ. 

VÝ dô  6. T×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 𝑒௫మା௬మ
(2𝑥ଶ + 𝑦ଶ). 

VÝ dô  7. T×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 𝑥ସ + 𝑦ସ − 𝑥ଶ − 2𝑥𝑦 − 𝑦ଶ. 
VÝ dô  8. T×m a, b, c ®Ó hµm sè 𝑧 = 𝑥ଷ − 2𝑦ଷ + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 ®¹t cùc trÞ t¹i ®iÓm 𝑀(−1; 1) vµ 

𝑧(𝑀) = 6. 

VÝ dô 8. T×m cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 4 − ඥ(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)ଶయ . 

Gi¶i: MX§ :∀(𝑥, 𝑦) ∈ R2.   
Ta t×m ®iÓm dõng cña hµm sè tõ hÖ ph­¬ng tr×nh 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
=

−4𝑥

3ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶయ
= 0,

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

−4𝑦

3ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶయ
= 0.

 

HÖ nµy v« nghiÖm. Tuy nhiªn 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 kh«ng ph¶i lµ nghiÖm cña hÖ trªn, nh­ng theo ®Þnh 

nghÜa ®¹o hµm riªng ta cã 
డ௙(଴;଴)

డ௫
= 0,

డ௙(଴;଴)

డ௬
= 0. Do ®ã ®iÓm 𝑂(0; 0) vÉn lµ ®iÓm dõng cña hµm 

sè. V× c¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai kh«ng liªn tôc t¹i 𝑂(0; 0) do ®ã ta kh«ng thÓ t×m A,  B, C t¹i 
𝑂(0; 0). Ta xÐt  

𝛥𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) − 𝑧(0; 0) = 4 − ඥ(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)ଶయ
− 4 = −ඥ(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)ଶయ

< 0, ∀(𝑥, 𝑦) ≠ (0; 0). 
VËy hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i 𝑂(0; 0) vµ gi¸ trÞ cùc ®¹i lµ 𝒛𝒎𝒂𝒙. 
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3.4.2. Cùc trÞ cã ®iÒu kiÖn 
Trong môc 1.4.1 ta ®· xÐt cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) víi x vµ y biÕn thiªn ®éc lËp trong 

MX§ cña nã  vµ gäi lµ cùc trÞ kh«ng cã ®iÒu kiÖn.  
Trong môc nµy ta xÐt bµi to¸n t×m cùc trÞ cña hµm sè ,(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 ⊂R2.       (19) 

trong ®ã c¸c biÕn sè ®éc lËp  x vµ y cã liªn hÖ víi nhau bëi ®iÒu kiÖn .           (20) 

Cùc trÞ t×m ®­îc gäi lµ cùc trÞ cã ®iÒu kiÖn.  
§Ó gi¶i bµi to¸n nµy, Lagrange tiÕn hµnh nh­ sau: 
   1) LËp hµm sè                       𝛷 = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜙(𝑥, 𝑦),                                                    (21) 

trong ®ã 𝜆lµ tham sè ch­a ®­îc x¸c ®Þnh. 

   2) Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh                                                         (22) 

ta ®­îc c¸c ®iÓm dõng; ch¼ng h¹n 𝑀ଵ(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) øng víi 𝜆ଵ, 𝑀ଶ(𝑥ଶ, 𝑦ଶ) øng víi 𝜆ଶ,… 
3) KiÓm tra ®iÒu kiÖn ®ñ ®èi víi tõng ®iÓm dõng: 

       a/ §èi víi ®iÓm 𝑀ଵ(𝑥ଵ, 𝑦ଵ), ta xÐt  𝛥𝑓|𝑀ଵ = 𝑓(𝑥ଵ + 𝛥𝑥, 𝑦ଵ + 𝛥𝑦) − 𝑓(𝑥ଵ, 𝑦ଵ),   trong ®ã 𝛥𝑥, 𝛥𝑦 
liªn hÖ bëi ®¼ng thøc 𝜙(𝑥ଵ + 𝛥𝑥, 𝑦ଵ + 𝛥𝑦) = 0. 

NÕu 𝛥𝑓|𝑀ଵ > 0hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i 𝑀ଵ; nÕu 𝛥𝑓|𝑀ଵ < 0hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i 𝑀ଵ. 
      b/  §èi víi c¸c ®iÓm 𝑀ଶ, 𝑀ଷ,..(nÕu cã) còng ®­îc t×m t­¬ng tù. 
  Ph­¬ng ph¸p t×m cùc trÞ cña bµi to¸n (19) víi ®iÒu kiÖn (20) nh­ trªn gäi lµ ph­¬ng ph¸p nh©n 

tö Lagrange.  

VÝ dô 9. T×m cùc trÞ cña hµm sè  víi ®iÒu kiÖn . 

Gi¶i: Theo ph­¬ng ph¸p nh©n tö Lagrange, lËp hµm 
𝛷 = 3𝑥 + 4𝑦 + 𝜆(𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 1),   𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 1 = 0 

ta cã hÖ ph­¬ng tr×nh 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜕𝛷

𝜕𝑥
= 3 + 2𝜆𝑥 = 0

𝜕𝛷

𝜕𝑦
= 4 + 2𝜆𝑦 = 0

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 1 = 0

 

Gi¶i hÖ trªn ta ®­îc ®iÓm dõng 𝑀ଵ ቀ−
ଷ

ହ
; −

ସ

ହ
ቁ øng víi 𝜆ଵ =

ହ

ଶ
 , ®iÓm dõng 𝑀ଶ ቀ

ଷ

ହ
;

ସ

ହ
ቁ øng víi 𝜆ଶ = −

ହ

ଶ
. 

𝛥𝑓|𝑀ଵ = [3(−
ଷ

ହ
+ 𝛥𝑥) + 4(−

ସ

ହ
+ 𝛥𝑦)] − [3(−

ଷ

ହ
) + 4(−

ସ

ହ
)] = 3𝛥𝑥 + 4𝛥𝑦.(*) 

Mµ   𝜙ห𝑀ଵ = (−
ଷ

ହ
+ 𝛥𝑥)ଶ + (−

ସ

ହ
+ 𝛥𝑦)ଶ − 1 = 0, víi 𝑀ଵ(−

ଷ

ହ
+ 𝛥𝑥; −

ସ

ହ
+ 𝛥𝑦), 

hay 

𝛥𝑥ଶ + 𝛥𝑦ଶ +
9

25
+

16

25
−

6

5
𝛥𝑥 +

8

5
𝛥𝑦 − 1 = 0 ⇔

2

5
(3𝛥𝑥 + 4𝛥𝑦) = 𝛥𝑥ଶ + 𝛥𝑦ଶ 

⇔ 3𝛥𝑥 + 4𝛥𝑦 =
ହ

ଶ
(𝛥𝑥ଶ + 𝛥𝑦ଶ).  (**) 

Thay (**) vµo (*) ta ®­îc   𝛥𝑓|𝑀ଵ =
ହ

ଶ
(𝛥𝑥ଶ + 𝛥𝑦ଶ) > 0. 

Hµm sè ®¹t cùc tiÓu t¹i 𝑀ଵ vµ 𝑧௠௜௡ =. 
Hoµn toµn t­¬ng tù ta cã 𝛥𝑓|𝑀ଶ < 0. Hµm sè ®¹t cùc ®¹i t¹i 𝑀ଶ vµ 𝑧௠௔௫=         . 

VËy z cã mét ®iÓm cùc tiÓu 𝑀ଵ ቀ−
ଷ

ହ
; −

ସ

ହ
ቁ vµ mét ®iÓm cùc ®¹i 𝑀ଶ ቀ

ଷ

ହ
;

ସ

ହ
ቁ  
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Chó ý. NÕu tõ ®iÒu kiÖn (20) ta x¸c ®Þnh ®­îc 𝑦 = 𝑦(𝑥) ®¬n trÞ, thÕ 𝑦 = 𝑦(𝑥) vµo (19) ta ®­îc 
hµm sè mét biÕn sè x :  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)). 

Khi ®ã trë vÒ xÐt bµi to¸n t×m cùc trÞ hµm sè mét biÕn sè. 

VÝ dô 10. T×m cùc trÞ cña hµm sè  (*) víi ®iÒu kiÖn   
VÝ dô 11. T×m cùc trÞ cña hµm sè  𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ    víi ®iÒu kiÖn   ௫

ଶ
+

௬

ଷ
= 1. 

3.4.3. Gi¸ trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt cña hµm sè trong miÒn ®ãng vµ bÞ chÆn 
Hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) liªn tôc trªn miÒn ®ãng vµ bÞ chÆn D th× ®¹t ®­îc gi¸ trÞ lín nhÊt (LN), bÐ nhÊt  

(BN) trªn miÒn ®ã. NÕu hµm sè ®¹t ®­îc gi¸ trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt t¹i mét ®iÓm trong cña miÒn D 
th× ®iÓm ®ã lµ ®iÓm cùc trÞ cña hµm sè, do ®ã lµ ®iÓm tíi h¹n ( tøc lµ nh÷ng ®iÓm t¹i ®ã 𝑓௫

ᇱ =

0, 𝑓௬
ᇱ = 0hoÆc kh«ng tån t¹i Ýt nhÊt mét ®¹o hµm riªng). Tuy nhiªn hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) cã thÓ ®¹t gi¸ 

trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt trªn biªn 𝜕𝐷. 
VËy ®Ó t×m gi¸ trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt cña hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) trªn miÒn ®ãng vµ bÞ chÆn D, ta cÇn 

ph¶i:  
1) T×m c¸c ®iÓm nghi ngê  trong miÒn D (®iÓm dõng, ®iÓm kh«ng tån t¹i  Ýt nhÊt mét trong c¸c 

®¹o hµm 𝑓௫
ᇱ hoÆc 𝑓௬

′ ). 

2) T×m c¸c ®iÓm nghi ngê trªn biªn 𝜕𝐷. 
3) TÝnh gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i tÊt c¶ nh÷ng ®iÓm nghi ngê trong D vµ trªn biªn 𝜕𝐷, tõ ®ã suy 

ra gi¸ trÞ lín nhÊt (LN) vµ bÐ nhÊt (BN) cña hµm sè 𝑓(𝑥, 𝑦) trªn miÒn D. 

VÝ dô 12. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt cña hµm sè 𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ trªn miÒn trßn (𝑥 − √2)ଶ + (𝑦 −

√2)ଶ ≤ 9. 

Gi¶i: ë ®©y miÒn D ®­îc giíi h¹n  bëi ®­êng trßn (𝑥 − √2)ଶ + (𝑦 − √2)ଶ = 9, kÓ c¶ nh÷ng ®iÓm 
trªn ®­êng trßn. 

T×m ®iÓm dõng cña hµm 𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶtrong miÒn trßn D. Ta cã 𝑧௫
ᇱ = 2𝑥, 𝑧௬

ᇱ = 2𝑦 do ®ã hµm sè 

cã ®iÓm dõng 𝑀଴(0; 0) (®iÓm trong cña miÒn D). 
Ta t×m c¸c ®iÓm nghi ngê trªn biªn, nghÜa lµ xÐt cùc trÞ cña hµm sè 𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶvíi ®iÒu kiÖn 

(𝑥 − √2)ଶ + (𝑦 − √2)ଶ = 9. 

B»ng c¸ch lËp hµm 𝛷 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝜆[(𝑥 − √2)ଶ + (𝑦 − √2)ଶ − 9] dÉn ®Õn gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh 

:     ൞
𝑥 + 𝜆(𝑥 − √2) = 0

𝑦 + 𝜆(𝑦 − √2) = 0

(𝑥 − √2)ଶ + (𝑦 − √2)ଶ = 9

 

ta ®­îc hai ®iÓm dõng   𝑀ଵ ቀ
ହ√ଶ

ଶ
,

ହ√ଶ

ଶ
ቁ øng víi 𝜆ଵ = −

ହ

ଷ
, 𝑀ଶ ቀ−

√ଶ

ଶ
, −

√ଶ

ଶ
ቁøng víi 𝜆ଶ = −

ହ

ଷ
. 

TÝnh 𝑧(𝑀଴) = 0, 𝑧(𝑀ଵ) = 25 vµ 𝑧(𝑀ଶ) = 1. 
VËy hµm sè ®¹t ®­îc gi¸ trÞ lín nhÊt 𝑧௅ே = 𝑧(𝑀ଵ) = 25 vµ ®¹t gi¸ trÞ bÐ nhÊt 𝑧஻ே = 𝑧(0; 0) = 0  
VÝ dô 13. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt cña hµm sè  𝑧 = 𝑥ଶ − 𝑦ଶ trong miÒn ®ãng 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 4. 

Ví dụ 14. (2023N1) Tìm giá trị lớn nhất của hàm số sau  𝑧 = 𝑥ଶ + 2𝑥𝑦 − 𝑦ଶ trong miền 𝐷 =

{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅|𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 1}. 

VÝ dô 15. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt cña hµm sè  𝑧 = 𝑥ଶ𝑦 + 𝑥𝑦ଶ − 3𝑥𝑦 trong miÒn ®ãng 0 ≤

𝑥 ≤ 2,    0 ≤ 𝑦 ≤ 2. 
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